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ВОЛНОВОДНОЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЗВУКА ДЛЯ ОДНОГО 
КЛАССА СЛОИСТО-НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД *

Ю . Л . Г а з а р я н

Найдено интегральное представление поля точечного сферического 
гармонического излучателя, помещенного в среду, скорость звука в кото­
рой изменяется-h o  закону, указанному Эпштейном. Исследован случай 
волноводного распространения. Найдено решение для полноводного рас­
пространения в неоднородном полупространстве с абсолютно отражающей 
границей в случае, когда ось волновода лежит на границе.

1. При исследовании волноводного распространения звука в слоистых 
средах физические условия, характеризующие волновод, приходится 
тем или иным образом схематизировать. Часто используется линейная 
апроксимация скорости звука, так что среда оказывается разбитой на 
ряд слоев, в каждом из которых скорость либо постоянна, либо меняется 
линейно по толщине слоя. Этот способ схематизации вполне естестве­
нен, ибо он сводит задачу нахождения решений волнового уравнения в 
среде со сложным законом изменения скорости звука к аналогичной 
задаче для случая постоянной, или для простейшего случая переменной 
скорости звука. Такие решения известны и остается только их согласо­
вать на границах слоев, что всегда может быть сделано. Хотя решение и 
доводится, таким образом, до конца, полученный результат, особенно 
при большом числе элементарных слоев, становится чрезвычайно слож­
ным и исследование решения представляет большие трудности. Слож­
ность результата объясняется тем, что закон зависимости скорости звука 
дается слишком негладкой функцией. Поэтому представляет интерес ис­
следовать волноводное распространение звука в случаях, когда зависи­
мость скорости звука задается во всем пространстве одной аналитической 
функцией.

Целью настоящей работы является такое исследование для одного 
класса сред, указанного Эпштейном и использованного им для исследова­
ния отражения и прохождения плоской электромагнитной волны через 
слой, не имеющий резких границ [1]. Если, рассматривая акустический 
случай, считать плотность во всем пространстве постоянной, то среду 
Эпштейна можно приближенно представить в виде двух однородных по­
лупространств, соединенных переходным слоем, скорость звука в котором 
меняется от ее значения в одном из полупространств к ее значению в дру­
гом. При этом в переходном слое скорость либо не имеет ни максимумов, 
ни минимумов, либо имеет единственный максимум, либо имеет единствен­
ный минимум. В последнем случае слой и представляет собой волновод; 
зависимость скорости звука с (z) от расстояния z от оси волновода для 
одной из комбинаций параметров изображена на фиг. 1. Параметрами, ко­
торые можно менять, являются значения с на бесконечностях, минималь­
ное значение с и ширина переходного слоя. Как показано ниже, решение 
особенно упрощается, если с (оо)=с (—оо) (симметричный слой Эпштейна). 
Симметричный слой выделяется еще тем, что для него получается простое 
решение и при наличии па оси волновода абсолютно мягкой или абсолют­
но жесткой границы, что уже представляет практический интерес. По-

* Некоторые результаты этой работы были изложены в [9].
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лученное ниже интегральное представление решения годится и для лю­
бого, не обязательно волноводного, слоя Эпштейна; однако специально 
этот случай не рассматривается.

2. Начнем с рассмотрения симметричного слоя, считая плотность сре­
ды одинаковой во всех точках и предполагая, что скорость распростра­
нения звука с зависит только от координаты z прямоугольной системы 
координат (я, уу z) по закону

Здесь А , В , 11 — нарметры, характеризующие среду. Ось z будем 
считать направленной вертикально вверх. Будем, далее, считать 0;

это означает наличие звукового канала. Ось 
канала расположена па высоте z =  0. Введем 
обозначения со =  с(0), ст =  с(оо), С — z!H\ тогда

1 1

г

о со
Cll2 С +

1_
.2
'<х>

Предположим теперь, что в точке (0, 0, z0) 
расположен точечный сферический гармонический 
излучатель. Пусть временная зависимость дается 
множителем ехр { —  г е о / } ,  который в дальней­
шем будем опускать. Положим R 2, =  х2 +  г / 2  +

+  (* -z0)2, г2 Х ‘ +  У2.
Потенциал скоростей ср (г, z) должен удовле­

творять следующим трем условиям: 1) во всем про­
странстве, кроме точки (т* =  0 , z =  z0) ср (г, z)

является однозначной аналитической функцией/•, z, удовлетворяющей вол­
новому уравнению; 2 ) п ри /?—>оополе должно иметь характер уходящих 
волн; 3) особенность сp(r, z) при Я =  0 должна быть такой, чтобы обеспечить 
на поверхности излучателя постоянную объемную скорость на единицу 
телесного угла, т. е. в окрестности точки R =  0 радиальная скорость 
должна иметь вид:

где lim vR* =  0 (это соответствует объемной скорости излучателя, рав­
ной—47г). Интегральное представление ср (r,z) нетрудно получить путем 
обобщения решения в случае однородной среды (см. также [2]). Тогда, 
как известно, решение представляет собой сферическую волну и имеет 
следующее интегральное представление: 
при z > z 0

exp (ikR) 
R =I Ш ш Й Ш х р  g i *  ’(И  |  * ,

—со

при Z< > 0

exp (ikR) 
R

(2)

-fcx>

4- \  ** т
—со

Здесь к — волновое число. В интегралах подразумевается обход точек 
+  к, — к  по комплексной плоскости; ветви многозначных функций вы­
браны так, что Re ]/ £2 — к2^> 0, 0, при $ > 0  arg£r =  0,
при $ 0 arg сг =  х (последнее соответствует обходу начала координат
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сверху). Пользуясь известными соотношениями между цилиндрическими 
функциями, можно записать, например, первое выражение в (2 ) также 
в виде

exp ( - ZV W = ¥ )  J 0 (kr) ? * .  (3)
О

Выражение (2) получается ])ешснисм задачи методом разделения перемен­
ных в цилиндрических координатах, причем экспоненты, стоящие под 
интегралами, суть решения уравнения

- 6 2 Ф  =  0 .

Эти решения выбраны так, что, будучи умножены на exp (i$x), они пред­
ставляют собой бегущие плоские волны (однородные или неоднородные). 
Физически это соответствует представлению сферической волны при z> z 0 
в виде суперпозиции бегущих вверх однородных и затухающих вверх 
неоднородных ПЛОСКИХ ВОЛН, И при 2 < 2 0  в виде бегущих вниз однород­
ных и затухающих вниз неоднородных плоских волн [3 J.

Можно ожидать, что для случая неоднородного пространства решение 
получится аналогично с заменой экспонент решениями (4), где скорость 
звука с уже следует считать переменной. Физически это соответствует 
тому, что в неоднородной среде плоские волны не могут распространять­
ся без отражении. Учитывая, что неоднородность среды зависит только 
от координаты z и что при | z \ —> оо среда становится однородной, можно 
ожидать, что, например, бегущая вверх плоская волна заменится функцией 
при z —» -f- оо, превращающейся в обычную бегущую вверх плоскую волну ; 
при z —>— со можно ожидать, что наша функции разобьется на бегущую 
вверх (падающую) и бегущую вниз (отраженную) плоские волны. Ска­
занное дает основание искать решение в следующем виде:

'1* оо

при z > z 0 •? (Г, Z) =  $ ^  Ф+ (*) К \ с г )  6 <й,
.  ■ ■  Л Л

при z < z 0

+  СО

<Р (r,z) = \  Ф_ (z) H ^ r )
—оо

(подразумевается обход особых точек подынтегрального выражения, лежа­
щих на действительной оси, по комплексной плоскости). Здесь Ф.,_, Ф_ — 
независимые решения уравнения (4), причем Ф+ (z) -exp (Цх) при z —> +  оо 
превращается в бегущую вверх однородную, или затухающую вверх не­
однородную плоскую волну; Ф_(г)- ехр(г£г) при z —>— оо превращается 
в бегущую вниз однородную, или в соответствующую неоднородную пло­
скую волну. Нормирующий множитель ijW  можно получить из следующих 
соображений. Наши интегралы, приведенные к виду, аналогичному (3), 
можно рассматривать как выражения функций через их преобразования 
фурье __ Бесселя. Как видно из (2), особенности сферической волны при 
Н =  0  соответствует разрыв при z =  z0 производной по z от ее преобра­
зования Фурье— Бесселя. Можно ожидать поэтому, что для создания 
аналогичной особенности в случае неоднородного пространства, достаточно 
обеспечить такой же разрыв производной подынтегрального выражения 
в (5). Отсюда получим, что W  равно вронскиану системы Ф+, Ф_ (в силу 
известных свойств линейных дифференциальных уравнений, И7 не зависит 
от z). Ниже будут получены явные выражения для Ф+, Ф_, W, и будет 
доказано, что после подстановки этих выражений в (5) мы действительно 
получим требуемое решение.
3 Акустический журнал, Кч 2
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Возвращаясь к (4), положим Лео2/ / 2 =  v(v — 1), т.

+  п  4- Лео2/ / 2, причем выберем арифметическое значение корня. По­
ложим далее р2 =  Н 2 (i2 — В  со2) =  Н 2 (£2 — А^), где кт =  со /^ . Условимся
считать R ep]>0, lm p < ;0  для действительных с. Тогда, при чисто мни­
мых р, величина р / i  представляет собой безразмерную z-комнонеиту 
волнового вектора плоской волны, распространяющейся вниз в однород­
ной среде и имеющей £ горизонтальной компонентой волнового вектора: 
скорость звука в этой среде равна ссо. Действительные р соответствуют
неоднородным затухающим вниз волнам. Уравнение (4) принимает вид;

(I2 Ф 
dV + {

v (v —  1)
chK —  р2 Ф =  0.

Одним из решений этого уравнения является (см. [1]) Ф =  сг*: X 
X (1 +  e -x y -F  (v -I- р, v; 1 +  р; — е"24, обращающееся в при Л 0 
(однородное пространство — v = l ) .  При С —> + о о  имеем Ф т. е. 
Ф соответствует однородной бегущей вверх, или неоднородной затухаю­
щей вверх плоской волне. Этим оправдывается выбор

Ф , =  е -н -ч .  1(1 + е~2Х% У
Г  ( 1  +  р )

F ( v  +  p ,  v; 1 + р ;  —

(множитель пропорциональности выбран для устранения особенности при 
целых отрицательных р). Так как (6) нс изменится при замене С на — С. 
то проделывая эту подстановку над Ф+, получим повое решение, которое- 
можно принять за Ф_:

ф _  =  е ^ .  • F  (у  -!- {/., v ; 1  +  (л; —  е * ) .

Пользуясь известными соотношениями между гипергеометрическими 
функциями (см. 14] 7.231, 7.232), можно получить для Ф+ выражения 
в виде гипергеометрических рядов, сходящихся для различных областей С. 
При С < 0  таким выражением будет

ф* -  п г г а т а - ^ + -.) +  « - « - * > +

Г  ( -  ( х )+  гl'(v) Г (1—v)
c V - K  ( 1  _|_ ( 1  C)v .  р  (v> у  _(_ (х; 1  (а; —  егсу

т. е. при С—> — оо (исключая случай действительных целых р) имеем

Ф Г 00
+ F(v +  ц) Г (1 — v +  (*)

e-vx 4___ l i __iil_е»х
1 Г  ( v ) l '( l  —  v) •

Первое слагаемое здесь соответствует падающей снизу волне, второе — 
отраженной волне. Выражением, удобным при любых значениях С, будет

Ф. =
,-К 1 —  th  С

+ Г(1 -щ ) 1 — v; 1 +  ц; — £ (8)

Отсюда следует, что единственными особыми точками Ф+ в комплексной 
плоскости с являются точки разветвления функции ц; то же справедливо 
для Ф_. Из (8 ) следует также, что наши решения выражаются через 
сферические функции (см. [4] 6.704)

Ф+ =  Р Д ( 1 Ь С ) . ( 9 )
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Кроме рассмотренных выше решений уравнения (6), аналогичных 
бегущим плоским волнам в однородном пространстве, можно получить 
решения, аналогичные стоячим волнам. Из [5] следует, что решением 
нашего уравнения будет

Y ,-o V .C  ■ * ( ! * , V ‘И . 
2 ’

Так как для чисто мнимых р. функция действительна, то она соот­
ветствует стоячей по z волне. Заметим, что lFx— четная функция С. При 
А —>0 *FX обращается в chp.C. Вторым решением будет нечетная функция

т2 = ShС-СЫ-Ч.//(l _ цр  , 1 ; 4; -  sh2с),
тоже действительная прп чисто мнимых р. При А —>0 VF2 обращается 
в sh (хС / |х. Дадим еще выражения для VFX, Т '2 в виде рядов, сходящихся 
при всех значениях С:

Т х =  Ch-K • F , 1 — V +
2

ЧГЯ =  she- c h - i - K ' / ' f l  + 1 + t* +  * 
2

Система \FX, Т 2 ярляется фундаментальней системой решений уравне­
ния (6) с единичной матрицей начальных (при С =  0) значений. Для того, 
чтобы выразить XFX и XF2 через Ф+ и Ф_, проще всего сравнить начальные 
значения функций. Пользуясь (9) и учитывая, что Ф+(С) =  Ф_(— С), по­
лучим из [4] 6.756 после небольшого преобразования

(Ф+)о =  (Ф_)о =  ;
Vя 2 -!1

ц — vv„ /1 -HM. +  vN ’r f l + ^ j r

'del).
cK /о

' illТ>_
“С Jo'

Vг. 2 1-»

шм1  4 -  р  —  V  

2

Отсюда следует, что

Ф (С) =  у *  2-^ (-------------^
+ (г Ц  +  ̂

Vi (О 2^2 (С)

+ Н Г  г
1  + ■  ц  +  V Г(1±и)Г(Ф)!} ’

Ф_ (Г) =  2-1- ! -- -----—
г (1+1п г

т ,  ( О + 2^8 (С)

Из (И ) найдем вронскиан системы Ф+, Ф_:

1

W =  - И .тг-22- 25" 1

(11)

(12)

r ( 1 + s f ) r № ) r № ) r №

й r(|x. +  v)r(l +  **—у)*

Как указывалось, единственными особыми точками Ф+ и Ф_ в комп­
лексной плоскости £ являются течки разветвления р, следовательно, все 
полюсы подынтегрального выражения в (5) — суть нули W. Из получен­
ного выражения следует, что все полюсы соответствуют неоднородным 
на бесконечности волнам. Как видно из (12), в полюсах волны Ф+ и Ф̂

3*
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вырождаются и стоячие, причем Ф+ и Ф_ либо совпадают, либо (в случае 
нечетной стоячей волны) отличаются знаком. Займемся теперь исследова­
нием положений полюсов па комплексной плоскости 5. Полюсы опреде­
ляются из условия

V (n +  v). 141 + ^ - v )

Отсюда получим две системы полюсов. Для первой системы имеем 
+  v =  — 5 , где (х =  Н }/Yr — 5 =  0, 1, 2,... Положение этих полюсов

на двулистной римаповой по­
верхности функции (х указано 
на фиг. 2. Здесь римские 
цифры дают номера квадрантов 

---- *— ------- ------- —*-----*-------*- значений гх (например, 1 квад­
рант, где Ио|х>*0 , 1т (х > 0  
и т. д.). Волнистыми линия­
ми нроведены разрезы, пунк­
тиром нанесены величины, 
относящиеся к нижнему ли­

сту. Все эти полюсы расположены на границе 11 и Ш квадрантов 
значений а. С возрастанием v (т. е. частоты) полюсы передвигаются по 
действительной оси, удаляясь от начала координат. Вторая система полю­
сов определяется из условия fx =  v — 1 — 5 , где 5 =  0, 1 ,2 ,... Полюсы

жл

V#

Ш1 IM

со

п и л и ж л

Ф иг. 2

ПИ

-к .«х>

1 Ш Ш 1

Ш1 ш

Г w У У У
w  Л  Г  ч ^  /  X

П И

Фиг. 3

расположены, как это указано на фиг. 3, частично на границе II и III, 
и частично на границе IV и I квадрантов, причем на нижнем листе лежит 
бесконечное число полюсов, на верхнем же листе число их конечно. 
Так как при отличной от нуля частоте v > l ,  то нулевой полюс всегда 
лежит на верхнем листе. С воз­
растанием частоты полюсы, 
лежащие на нижнем листе, 
перемещаются недействитель­
ной оси, приближаясь к точ­
кам разветвления, выходят 
через точки разветвления на 
верхний лист и затем, пере­
мещаясь но действительной 
оси,снова удаляются от начала 
координат. Заметим, что при "Л —>0 v обращается в единицу и все полюсы 
попадают на нижний лист (при этом, совпадая с нулями Ф+-Ф_, они 
исчезают). Учитывая, что при Л —>0 (5) должно превратиться в сфери­
ческую волну, получим контур интеграции в (5), согласно фиг, 4 (при
5 > 0  в выражении H ^ ftr )  берется arg£r =  0). Интегралы (5) теперь 
вполне определены и остается доказать, что выражаемая ими функция ср 
действительно является решением постанлснной задачи (см. Приложение I).
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3. Займемся теперь анализом полученного решения при больших 
В этом случае можно применить известный метод преобразования интег­
рала в сумму нормальных волн и интеграла но перевальному пути (см.
[3], [б]). Учитывая (8) и заменяя в (5) функцию Хавкеля ее асимптоти­
ческим значением, получим, что для больших расстояний от излуча­
теля подынтегральное выражение в 
ние «медленно меняющейся» функ­
ции на

ехр {Л [к cos x - l A 2 -  k l  sin *]}, (13)

где 7  =  arc cos rJR. Точкой пе­
ревала является £ =  /fco-cos / .
Перевальный путь для случая, 
когда угол /  возвышения точки на­
блюдения над уровнем излучателя от­
личен от нуля, изображен на фиг. 5.
При 7 —>0 перевальный путь превра­
щается в вертикальную петлю, охва­
тывающую точку разветвления. Из
сказанного следует, что при 7 , близких к нулю, ноле удобно представить 
в виде интеграла по петле (боковая волна) плюс сумма вычетов в полюсах, 
лежащих на полупрямой £>А ,сона верхнем листе (нормальные волны). 
Если же 7  не очень мало, то поле сводится к интегралу по перевальному 
пути и к сумме вычетов в полюсах, лежащих на полупрямой S > ftcc/c0S7  
на верхнем листе*. Займемся сначала вычислением нормальных волн. 
Для s-той нормальной волны имеем при z^> zo

=  T  2™ {Г (р. +  V ) Ф_ (z0) . Ф+ (z) • H ?>(И  6} * ^ . выч {Г (1 + 1 1 -  v ) } ^ ,  

где {а =  Н V и н У  %s — =  v — 1 — s. Учитывая, что л'

(5) представляет собой произведе-

Г (1 +  (A v) = 1
Г (v — у.) sin 7r(v — (z) 7 (14)

получим

выч {Г (1 +  ц — v) } ?_ 5 ( — l ) s  У  —  k l o  ( - l ) s  V  —  1  —  S

Г(« +  1) НЧ,• Г(* +  1) щ .

Кроме того, из (12) и (10) получим для четных нормальных волн 
(5 =  2а)

Ф+ =  V r- 2
20+1—v Т,

Г (V* — а) Г (V —  о) ‘

Здесь ЧЛ = ----------  -F (у — а ----- — а* —•
1  ciiv 1  2оС \  2 ’ 2 ’

th 2C = .-2% ~ V  ~ 2 7 2 7 * ]~ ~  chv - l - 2a£ * ( v 2а

У  ’ У  ’ tb 3 CJ , где С0 — полином Якоби. Для нечетных нормальных 
волн ($ =  2a +  1 ) получим

1 1

Ф+ =  — |/тг 22о+2—v 2ЧЛ :

г  (— V* — °) 1 '  (v — — 1 ) ’
где

ch' -2- 2â  Go (v — 2a — у  , у  , th 2 С). Функция Ф_ получится из

* Допустимость деформации контура интегрирования следует из (29).
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ф+ заменой С на — С0- После некоторых преобразований получим окон­
чательно (а =  О, 1 , . . .)

л о _ ч 1 >  +  »/*) r ( v - 0 - V , )  G°(V 2а 2 ' 2 ’ th ‘ l ? )
{1Ц )М =  I (v 1 2а) Т 1 ?Т 7 у  ■ г -(- ^ -------------------- chv -i-* ,_ i_

С.
X

я

v- 2° -  2 - 2 ' lh я ) _  _я а) |_Г Я 2 А и  +  (v — 1 — 2сз)2| , (15)
hv - l - 2oсп н

причем критическая частота, выше которой существует соответствующая 
нормальная волна (подразумевается деформация контура в вертикальную 
петлю, охватывающую точку разветвления), определяется из условия 
vG =  1 +  2а;

(Я ? )ао+1 =  г 4 ^ - 2 - 2 а ) Гг ^ ^ г (у -  а -  V»)
Г (v — а — 1) th  I f th  Ж  Х

Критическая частота определяется из условия v0 =  2 +  2а. Заметим, что 
ввиду симметрии по z и z0 полученные выражения справедливы и при 
z < z 0.

Перейдем теперь к вычислению доли поля, которую дает контурпый 
интеграл. Учитывая (14), первый интеграл в (5) можно записать в сле­
дующем виде:

-f С»
\  r a ( t h c ) / > r i i ( - t h c 0)

— со

Г ( V  +  | Х )  (Кг) KdK 
Г  ( V  — у) Sill 7Г ( V  —  у )  •

Рассмотрим сначала случай малых контурный интеграл тогда бе­
рется но вертикальной петле, охватывающей точку разветвления. После 
простых преобразований получим

k^+ico
_ Г Л  Г )Г/ ,

^(юк 2 j  sin тг (v — у) sin т. (v -\- у) *

где

Т  (р) =  S  (|i) sin тг (v +  р) — S  (— у) sin т: (v — р),

s  g-о = т а  (ih q  т а  ( -  thc„) ^ т а -j,

причем на пути интеграции Im p!> 0 . Основную часть интеграла дает 
начальный участок пути; поэтому в подынтегральном выражении можно 
заменить функции от р первыми членами их тэйлоровскнх разложений 
в окрестности точки р =  0. Отсюда получим

<?бок
тсЯ
2

ken+ico
Я<» (Кг) уик
Sill27TV--7х2у~
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Заменяя функцию Ханкеля первым членом ее асимптотического разло 
жения, полагая

и отбрасывая высшие члены в разложениях по tj, получим

(Яср)бок« ; 2  у *  Г  (0) /ссоН
ik со*

X

со
e ~ n'rj2dr}

ik<or

о sin27rv I ------------rf
=  a

(18)

II

Введем обозначение w =  ~  ™ . Величина I  выражается через
интеграл вероятности Ф(ж):

Щ  ̂  Я *  -  ф .(• * К * §  ■

Вычисляя ос, получим (см. Приложение II)

* =  — ikmH -2тс Y к  {Pv-i ( th С) -Pv-x (th С„) +  P v-x (— th С) P,-x (— th Co)}.
(19)

Заметим, что при s-той критической частоте

a =  — i k j f i 4* / *7>s (th C) - Ps (th Co). (20)

При помощи полученного выражения можно проследить за тем, как 
меняется ноле для r / H  к ^ Н  при изменении частоты вблизи одного 
из ее критических значений. Пока частота ниже критической w 1 

т V ТС

И ~  4sin27w
При приближении частоты к критической sin tcv, а значит и и;, стре-

I тсмится к  нулю. При этом получаем /  — — -г „ , • 77 , т.Z Z 7С“ UqqII  11
е. значе­

ние (//<?)оок возрастает на порядок относительно /7# . После того, 
как частота превысила критическую, величина 1  с возрастанием частоты 
начинает убывать, однако, в общем поле это убывание компенсируется 
появлением новой нормальной волны, поле которой, определяемое одним 
из выражений (15), (16), возрастает от нуля вместе с возрастанием часто­
ты от ее критического значения. В результате, с дальнейшим повышением 
частоты «выделившаяся» из боковой волны часть поля возрастает еще па 
половину порядка, и когда снова выполняется условие го^> 1 , можно уже 
считать, что качественное изменение поля по сравнению с докритической 
частотой состоит в появлении новой нормальной волны. Следует отметить, 
что описанная картина искажается ввиду изменения а с частотой. Как 
легко видеть из (20), это искажение невелико, если ни точка наблюдения, 
ни излучатель не находятся при критической частоте в узле соответству­
ющей нормальной волны. В противном случае вычисленное приближение 
боковой волны вместе с а обращается при критической частоте в нуль.

Для х, значительно отличающихся от нуля, формула (18) не справедли­
ва, ибо при ее выводе входящий в (13) множитель ехр{—R / $2— sin у}
был отнесен к «медленно меняющейся» функции. В этом случае следует де­
формировать путь в перевальный, изображенный па фиг. 5. Обычный метод
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вычисления главного члена асимптотического разложения ср дает при 
этом

Поправки, связанные с учетом нормальных воли, можно не рассматри­
вать, так как при не очень близких к нулю значениях /  часть поля, обус­
ловленная нормальными волнами, экспоненциально затухает с возрас­
танием R  и ею можно пренебречь по сравнению с (21).

4. Выше был рассмотрен случай распространения звука в неограни­
ченном пространстве. Имея ввиду распространение звука в море, пред­
положим, что на высоте z =  h расположена поверхность, давление на 
которой ‘равно нулю. В этом случае вместо (5) получим

Заметим, что нули W  уже не будут полюсами подынтегральных выраже­
ний, так как при W  =  О функции Ф+, Ф_ становятся линейно зависимыми, 
т. е. детерминанты в числителях обращаются в нуль. Задача определе­
ния нормальных волн сводится к  нахождению корней уравнения Ф_(/г) = 0 . 
Пользуясь (8 ) (с заменой С на—С) и учитывая, что нули 1/Г(1 +  р.) компен­
сируются нулями Ф_(го), получим, что нам необходимо найти значения

причем нас интересуют действительные положительные корни. Числен­
ное решение этой задачи, по-видимому, не вызывает затруднений. Сущест­
вует, однако, случай, когда решение легко может быть найдено анали­
тически. Это случай, когда ось канала лежит па поверхности, т. е. /г =  0. 
При этом, как легко видеть, для того, чтобы обеспечить выполнение гра­
ничного условия при z =  0 , достаточно добавить к источнику, помещен­
ному в неограниченное пространство, отрицательный источник, распо­
ложенный в симметричной относительно оси волновода точке. Нетрудна 
видеть, что при вычислении интеграла получаются нормальные волны
(16) с удвоенной амплитудой.

Аналогично может быть рассмотрен случай, когда поверхность z =  О 
абсолютно жесткая. К такой задаче сводится, например, вопрос о волно- 
водном распространении звука в атмосфере в случае не очень низких 
частот, если ось канала лежит на поверхности земли. Решение получится 
путем добавления положительного мнимого источника. Вычисление нор­
мальных волн дает в этом случае удвоенные величины (15).

5. Перейдем теперь к  рассмотрению произвольного слоя Эпштейна. 
В этом случае зависимость скорости звука с от высоты дается соотноше-

<р« — ikmH  sin х • N  (— ikoJI sin у) • — , (21)

где при ẑ >-zo

N  (у.) =  F  (v, 1 - v ;  1 + ц ; i — tu e 
2 ) ■ * { ' • 1

X
Г (v +  (x) Г (1 — v -I- ,x)

Г- (1 +  tx)

Ф+ Ы  Ф+ (h) |

C O

[x, удовлетворяющие уравнению
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нием - у  = ---- — +  В  th — 4- С. Вводя с0 =  с (0), ст = с (оо), с_ «  =
‘ “ Ч г

\ j ( \ \
=  с (— оо), с =  z j l l , получим А =  —  — у  (—  +  —

С0 4 СОЭ е-
1 '  , С =  4- -I— ) . Будем считать Л >  | В/2 \ , тогда имеется

2 v <4 C- J

в = ifJL _  
2 Ч .

.2
— со

Взвуковой капал с осью, расположенной на высоте 4 =  a r th ^ j .  Так как
выбор знака В  сводится к выбору положительного направления оси z, 
то можно считать В  неотрицательным. Решение задачи опять дается 
формулами (5), причем дифференциальное уравнение для Ф будет

S? + tb  с +  ( о >2 -  $2) 1 Р \  Ф =  0 .

Введем, как и раньше, величину v. Далее положим

(22)

у2 = ip (? -  «у, хя = i p  (? -  Aic),
где Асо=0)/Ссо, А-со =  0)/с_сю.
Условимся считать для действительных $ Rep, Х^>0, Imp, Х<^0, тогда р 
соответствует плоской волне, бегущей (затухающей) вниз в однородной 
среде, где с =  (w, X соответствует аналогичной волне в среде, где 
с —с—оо- В новых обозначениях уравнение (22) принимает вид:

? -  +  Г - ^  +  ^ ‘Ь С - ^ } ф  =  0 .

Отсюда получим (см. [1]), как и раньше,

2 / Ь2 2 />2 7.2

- 2S\V
ф  =  е -  lit: (1 + £— И/гЛ, +  v +

+  е  Г  ( 1  +  р )  V ^  2  ’ ^

f^ -x .
2  ;  1  +  р ;  -  е - Х )  .

Ф получается из Ф+ заменой (X, р, С) на (р, X, —С). При С—> +  оо имеем

- К
Ф+

Г ( 1  +  р )  *
(23)

Далее,

Ф+ = Г ( Х )

X
+ * m i - , + * ±

v- N ^ : 1 _ х ’ - е2’) +

ц-pyr- е-'*  (1  +  «2’)v X

Г (— X)
г (> + Е ? ) г ( , _ 1 + г -_х: X

х *« (1 +  е*)*/? (v +  Ь+а , V +  ; 1 +  X; -  в«) ,

т. с. при С

ф +

оо (исключая случай действительных целых X) 

Г ( Х )  ~  , г(—X)
r | v + £ ± ± ) r ( i - v + i i ± * )

е -»  +
,Г (v +   ̂Г Г1 —v + 11

е».
2

(24)

Соотношения (23), (24) позволяют найти коэффициент отражения и про­
хождения для падающей на слой из бесконечности плоской волны (см.
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(1], [7]). Выражением, аналогичным (8), будет
X- |i

ф+-  Т Т Л *  <4 +  •“*> ’ ^ v +  ttT ±' 1--v +  CT-A;1 +  «‘; 7 T ^ >

,-vX (X—X И'—* . Л
+

Отсюда можно получить 
Х-ц<

ф. =+ Г (1 +  Ц) ( *  +  -  V + Ц *  . V +  ; 1 +  щ  7 ^ ) .

(25)
Вронскиан нашей системы проще всего вычислить, пользуясь асимпто­
тическими выражениями (например, при С—> +  оо). Получим

2 1W  =
И Г ( '„ + Ц * М 1 - * + ^

Путь интеграции расположен на верхнем листе четырехлистной ри- 
мановой поверхности, как это изображено на фиг. 6 (римские цифры с

индексами указывают 
квадранты значений со­
ответствующих вели­
чин). Отсюда видно, что 
в поле выделяются две 
боковые волны: одна, 
соответствующая ско­
рости распространения 
Ссо, И другая — с_со* 
Мы ограничимся ниже 
вычислением нормаль­
ных волн. Найдем со­
ответствующие им по­

люсы. Для первой системы корней уравнения W  =  0 имеем X +  р =  
=  —2 (H-v), где  ̂=  0 ,1 ,2 ,... Как легко видеть, Im (X +  р) =  0 только, если 
Ixn X =  Im p =  0. Отсюда следует, что корпи первой системы лежат на 
действительной оси на нижних листах и поэтому они нас не интересуют. 
Для второй системы корней имеем X +  р =  2 (v—1—s), где s =  0,1, 2,... 
На верхнем листе в правой полуплоскости эти корни могут лежать толь­
ко на участке действительной оси i^-kco. Запишем паше равенство более 
подробно:

Чтобы (26) выполнялось для какого-нибудь £!>со/ссо, необходимо, чтобы 
левая часть не превосходила правую при £ =  со/с», т. е. чтобы выпол­
нялось

Ны У  2В  +  l + 2 s -  V 1 +  4Л//2<о3 <  0. (27)
Наоборот, если выполняется (27), то существует единственное с5 ^и>/ст, 
удовлетворяющее (26). Нетрудно видеть, что левая часть (27) при 
В ^ 2 А  монотонно возрастает вместо с ы. При В <^2А левая часть, 
возрастая, достигает максимума и затем монотонно убывает, стремясь 
к — оо. Отсюда следует, что при Д > 2 Л  дли s=f=0 s-тый полюс остается 
при всех частотах на нижнем листе, а при В  < 2Л существует критиче­
ская частота ы3, определяемая из условия

//со, У2В  +  1 +  2S -  У 1 +  4ЛЯ*со* =  0 , (28)
такая, что полюс лежит на нижнем листе при co<^ws, попадает в точку 
разветвления при о  =  о>5, и с дальнейшим повышением частоты удаляется
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от начала координат, находясь на действительной оси на верхнем листе. 
Как заказывалось раньше, условие В<^2А  как раз означает наличие 
звукового канала. Что касается нулевой нормальной волны, то хотя при 

■ со =  0 полюс всегда лежит в точке разветвления, однако, с возрастанием 
частоты он уходит па нижний лист и снова переходит на верхний лист 
только при наличии канала. Критическая частота со0 дастся отличным 
от нуля корнем (28). В предельном случае симметричного слоя нулевой 
полюс вообще не попадает на нижний лист, сразу уходя из точки раз­
ветвления на верхний. При этом оба корня (28) совпадают и равны 
нулю. Значения нормальных воли можно получить так же, как это было 
проделано для симметричного слоя. Разница будет только в том, что 
ввиду отсутствия формул, аналогичных (12), придется использовать (25). 
При этом получил!

(H9)s =  i ( - i y ТС r ( 2 v - l -* ) _ g- ^ « + W  х
Г  ( 1  +  * )  Г  ( X )  г  (о.)

X с‘ V2* 1 - 2 . , 1  +  ji, — - ^ )  C , f 2 v - l - 2 * .  1+ Х , - + t h ^2 2 Н (о%ег),
(2 ch Z)V — 1 - (2 ch Со)V — 1 — г

где 5 =  0, 1 , 2 , . . .  Здесь р.  =  Н  V kl — , л  =  Н  V  Й — Aico и  опреде-
.ляется из (26):

где А =  2 (v — 1 — s).

Критическую частоту для s-той нормальной волны нетрудно получить 
из (28). Полученное выражение симметрично относительно С, Со- Эту 
■симметрию можно выявить, преобразовывая один из полиномов Якоби 
при помощи соотношения

G* («, т. *) = Gs (а’« -  т + м  -  *).
являющегося следствием аналогичного соотношения между гипергеомет­
рическими функциями.

Автор благодарит за советы Л. М. Бреховских.
П р и л о ж е н и е  I

Докажем, что полученное в и. 2 решение удовлетворяет трем усло­
виям, указанным в начале его. Сделаем предварительно одно замечание. 
Пользуясь (8 ), а также выражением In Г (я) в виде разложения по обрат­
ным степеням х  с остаточным членом (см. [4] 6.344) нетрудно полу­
чить, что

2 Ф+ (г)Ф_(2о) _  ехр {— р (С — Со)} f 4 , о (С, Со) , & (С, Со, jO  1
И W  “  (X \  ~ Г  V ^  J ’

где а (С, Со) вместе со своими производными по С ограничено, и, когда а 
стремится к бесконечности, не выходя из области — я 4- о <  arg р я — о, 
где о >  0 — произвольное фиксированное число, функция &(С, С0, р) и ее 
производные по С равномерно ограничены по С, С0- Переходя к доказа­
тельству, преобразуем первый интеграл в (5) (обозначим его через <рх) 
к виду, аналогичному (3). Тогда, в силу равномерной сходимости, сле­
дующей из (29), мы получим, что функция ©! является аналитической 
в области ?* 0 , z >  z0, а также, что в этой области допустимо диффе­
ренцирование под знаком интеграла. Будем теперь считать, что г=/= 0. 
Тогда в (5) контур можно деформировать так, чтобы его концы уходили 
в бесконечность не вдоль действительной оси, а вдоль лучей £ =  IS | exp (is), 
? =  | £ | ехр [г (тг — е)], где s >  0 — фиксировано (это возможно благодаря 
том}', 41 о все полюсы, лежащие на верхнем листе, расположены в огра-
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пяченной области). При этом интеграл для будет равномерно сходиться 
не только при z /> z 0, но и при z < z 0 для 2 достаточно близких к z0. 
Отсюда следует, что <рх всюду аналитична в некоторой окрестности полу­
пространства г ^>0, z^>z0, за исключением точки г = 0, z =  z(. Точно 
так же для второго интеграла в (5) (обозначим его через <р2) получим: 
функция ср2 аналитична всюду в некоторой окрестности полупространства 
/* ^ 0 , z ^ z 0, за исключением точки г — 0, z =  z0. Докажем теперь, что 
ср2 является аналитическим продолжением о1. Для этого заметим, что 
при любом г =/= 0 <рх и ср2 определены и аналитичиы в некоторой окрест­
ности точки z =  z0; то же самое справедливо для функции сpL — <ра. Легко 
видеть, что — (р2 при z =  z0 обращается в нуль со всеми своими про­
изводными по z. Действительно, ввиду выполнения (4), для этого доста­
точно доказать, что для любого п

со-ехр(ге)

\ нф (И e i+Ldi = о
со. ехр [г ( - - £ ) ]

(подразумевается обход точки 5 =  0 сверху). По последнее следует из; 
того, что наш контур можно замкнуть бесконечно удаленной дугой,.

лежащей в верхней полуплоскости,, 
не изменяя величины рассматривае­
мых интегралов. Отсюда следует,, 
что срх— ср2==0 , т. е. ср2 есть авали-

—------ тическое продолжение <px. Итак, фор-
г2 мулы (5) определяют однозначную

функцию, аналитическую во всем 
пространстве, за исключением точки. 

Фиг. 7 г =  0, z =  z0. Ввиду допустимости
дифференцирования под знаком инте­

грала и выполнения (4), мы получаем, что первое условие выполнено.. 
Выполнение второго условия следует из проведенного в п. 3 анализа: 
решения. Остается доказать выполнение третьего условия. Для этого., 
пользуясь (29), получим при z > z 0

ср =
exp(iRkJ

R

1
Г

+  -д- ] ехр [— [х. (С — С0)] Ь (С, С0, |а)
Г

Jo (fr) №
(ХЗ (30>

где контур Г изображен на фиг. 7. Он состоит из дуги Гх, соединяющей
точки 0, 5, и полупрямой Г2 (5>5). Точка 5 выбрана так, чтобы на Г2 
не лежало полюсов. Нам необходимо выяснить, как ведут себя произ­
водные но R  от двух последних слагаемых в (30) при R - . >0. Пусть, 
-ft—> 0 под определенным углом скольжения х- Тогда Н (С— С0) =  ft sin 
r  =  R  cos/.

Рассмотрим сначала случай хф О . Разобьем первый интеграл в (30) 
на интеграл по Гх и интеграл по Г2. Градиент интеграла по Гх ограни­
чен при R —>  0, для градиента же интеграла по Г2 получим верхнюю' 
оценку вида

const • const 
R sin x *

Совершенно те же оценки справедливы при для второго интеграла
в (30). Пусть теперь х = 0. Для градиента второго интеграла в (30)
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оценка для 1\ не изменится, а для Г2 получим оценку вида
со

const
5

* ^  const
• \  •'  W  vR

С
Что же касается первого интеграла и (30), то его градиент может быть 
вычислен точно: производная но 2 равна const-exp(iRkm)/R, производная 
по г равна const • (/?&<»)• Последнее следует из [8 ] (чтобы удовлетво­
рить условиям [8], следовало бы считать 1т / ^ > 0 , однако, доказательство 
можно обобщить и на наш случай). Из полученных оценок следует, что
при R —>0 имеем =  — j p  +  о ( - ^ - , т. е. условие (1) выполнено.

П р и л о ж е н и е  II
Из (17) имеем

Г  (0) =  2 sin S ' (0) +  2r. cos* v S  (0), £  (0) =  Р ^ х (th С) P v- i  (— th :o).

Учитывая, что

P 7 r t + l + W  { c o s  4  ■p<1» -  i s in  r-q  & }  ■
получим

f i i ) _  . =  1 im -  1 im \ T {p +  q ~  +~  P* +dp а- o
im

7-* 0 W {p  + q + i)

+ Я 1 т Й 1 )  +  <?»■
откуда
■S' (0) =  — {ф (v) Pv- 1  (th C) +  <?v-i (th C)} Pv-x ( -  th Со)-{-1* (v) Pv-1  ( -  th C0) +  

+  Cv-i ( -  thC0)} Pv_ 1 (th С) + 2Ф (v) P v_ ,(th  C) Pv-i ( -  th C0),
t . e.

Y  r  (0) =  /»v_, (th C) j y  cos kv P v_, ( -  th  Co) -  sin O  (?v_x ( -  th Co)} +

+  Л_х (— th C0) |-|- cos t:v P v_j (th C) — sin irv(?v_x (th C)|.

Учитывая, что ~  cos т:/; • Pv (t) — sin r.p Qv (t) =  у Р р (— t)y получим (19).

ЛИТЕРАТУРА
1. P. S. E p s t e i n .  Reflection of waves in an inhomogeneous absorbing medium. 

Proc. Nat. Acad. Sci. ESA, 1930, 16, 10, (527—637.
2. Распространение ультракоротких радиоволн. M., Советское радио, 1954, стр. 

60 и 73.
3. Л. М. Б р е х о в с к и х .  Отражение и преломление сферических волн. УФН, 

1949, 38, 1, 1—42.
4. И. М. Р ы ж и к и И. С. Г р а д ш т е ii п. Таблицы интегралов. М.— .:1., ГТТМ, 

[1951.
5. Э. К а м к е. Справочник но обыкновенным дифференциальным уравнениям.

М., ИЛ, 1951, стр. 538.
6. Л. М. Б р е х о в е  к и х. О ноле точечного излучателя в слоисто-неоднородной 

среде. Изв. АН СССР, сер. физ., 1949, 13, 5, 505—533.
7. К. R a w с г. Elektrische Wellen in einem geschichteten Medium. Annalen d. Phys., 

1939, 35, 5, 385-416.
8. Г. H. В а т с о н .  Теория бесселевых функций. М., ИЛ, 1949, стр. 466.
9. 10. Л. Г а з а р я н .  К вопросу о волноводном распространении звука в неодно­

родных средах. Акуст. жури., 1956, 2, 2, 133—136.
Акустический институт АН СССР Поступила в редакцию

Москва 12 декабря 1955 г.
. ----------------------------  *


