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В настоящей работе получено асимптотическое представление зву­
кового поля точечного источника в клиновидной области с идеально м яг­
кими или идеально жесткими границами на больших расстояниях от 
источника, удобное для  численных расчетов в случае малых углов рас­
твора клина. П оказано, что поле в области геометрической тени убывает 
вдали с увеличением расстояния вдоль ребра клина по степенному за­
кону, причем показатель степени зависит только от угла раствора клина.

Пусть в клиновидной области G, определяемой неравенствами 0 г <  оо; 
— оо < г < о о ;  0 <  <р< Ф расположен в точке Q (/*0, <р0> 0) точечный источник,
излучающий волну егкП / R , где R (<р — <р0) =  V г 2 +  *2— 2/т0 cos (9 — <р0)
(см. фиг. 1). Грани клина (границы области G) считаются акустически 
идеально мягкими или жесткими. Задача состоит в определении звуко­
вого поля ф(<1>— е~ш ) в любой точке Р области G.

Математически задача ставится следующим образом. Нужно найти 
функцию ф(Р, k), удовлетворяющую в области G дифференциальному 
уравнению

Дф +  #>ф =  _  4 * 8  ( P - Q ) ,  (1)

где 8 (Р — Q) — трехмерная функция Дирака. При этом функция 
ф =  ф— е1кН /  R  должна быть аналитической функцией параметра k, одно­
значной в области | k | >  0 , 0 <  arg k <  я, ограниченной и непрерывной 
всюду в области G и на границе при 1ш Л >0 (принцип погашаемости); 
на границе области функция ф должна удовлетворять условиям:

или
ф =  0 (мягкие грани)

| |  =  0 (жесткие грани).

При этих условиях задача имеет единственное решение [1].
Строгое решение поставленной задачи дано Зоммерфельдом [2] и может 

быть представлено в виде [3]

Ф ('. Ь  г )  =  т  $ [ctg ш (а + 9 -  9 о )  + ctg Ш (а+f + И  d a ' (3)
У

причем знак минус берется для случая мягких граней, знак плюс — для 
случаи жестких граней. Контур интегрирования т =  Ti +  Т2 Для случая 
arg k =  0 показан на фиг. 2 .

Для получения из (3) представления поля на больших расстояниях 
можно было бы воспользоваться методом, обычно применяемым для асимп­
тотического представления поля из точного решения, полученного в виде 
интеграла Зоммерфельда.
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Для этого контур интегрирования 4  деформируется так, что он пре­
вращается в две прямые Rea =  +  7: (см. фиг. 2). При этом иптеграл 
дает сумму вычетов в полюсах подынтегрального выражения a  =  2 пФ — 
— ? +  Фо> которые расположены в полосе |R e a |< i r ,  и выражение (3) 
получает вид:

—тс-И с»

—n—ico

[ e i k R ( 2пФ-И-9о)   (2пФ—ф- ф0) Л

Л  (2 л Ф  —  9 +  фо) ' л  (2 л Ф — 9  —  <ро) Jп
тт~ [-гсо

еik R  (a)
R(a) [c tg (« +  9 — <Po) +  ctg ^  (a +  9  +  <p0)] da,

тс— г е о

где сумма представляет собой совокупность сферических волн, соответст- 
вующих действительному и минимым источникам геометрического при-

Фиг. 1 Фиг. 2

ближепия. Интегральный член, легко вычисляемый асимптотически для 
больших расстояний методом перевала, представляет волновую поправку 
к геометрическому приближению. Дляуглов раствора клинаФ =  к/п, где гг — 
целое число, интегральный член исчезает, и точное решение задачи дается 
только суммой полей мнимых источников, расположенных на окружности 
г =  /*о, z =  0 .

Подобное представление поля, удобное для вычислений в случае боль­
ших углов раствора клиновидной области (Ф>тс), становится неудобным 
в случае малых углов Ф, когда требуется суммирование полей весьма 
большого числа мнимых источников.

Однако возможно другое асимптотическое представление, удобпое 
для вычисления поля в клиновидных областях с малым углом раствора.

Введем в плоскости (г, г) полярные координаты:

r =  pcos6 -|/—о—:— о. .  Р =  V r*  +  z \  
z =  psinU

считая координату 9 произвольной (см. фиг. 3).
Для получения из (3) приближенного выражения, пригодного для 

больших значений величины р/т*0, можно приближенно заменить иод
J k R ( a )  eikp

интегралом - e~il{r°cos0cosa, что соответствует пренебрежению
членами выше первой степени малой величины г0/р  в разложении

д («) = V r 2 +  г* + Z2 -  2 гго cosa^р[l -  ' +  -|*(f)“----- ]• (4)
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Подставляя (4) иод интеграл (3) и вынося постоянный множитель за знак 
интеграла, получаем выражение:

е~"‘г*008 9 cos “ [cts  й  (а  +  * -  то) +
Y

+  с1§2ф(а +  'Р +  ?о)]^а =  ^ ( е)— . (5)

асимптотически стремящееся к  (3) при (г0/ р)2 ->0.
Множитель F  (0) можно рассматривать как некоторую «характеристику 

направленности» точечного источника, расположенного в точке г =  О, 
z =  0 .

г

Фиг. 3

Теперь задача заключается в том, чтобы найти удобное для вычисле­
ний представление «характеристики направленности» /'’(0). Разобьем 
интеграл (5) на два, соответственно двум членам в квадратных скобках, 
и рассмотрим первый член, обозначив его через /^i (0). Разлагая затем 
стоящий под знаком интеграла член c tg jr /2<D(a +  9 — <р0) в ряд и меняя 
последовательность операций суммирования и интегрирования, имеем

F i( 0) __ 1 Г V I i  Ф т ^ф 9 ,)+ i  2ф т Г — 4&Г,СО8 0 cos а  *Ф т а  i  2ф 771 J  1
2ФL 2 j e у  e 1

m-1

03 -is-m(<p—c?0)-fi nj m
+  2 e Ф

Yl
. Я . П*

___ .  —i  — a m  — г —■=: m  -i2Ф [ e—ikrt cosocosa^ Ф 2Ф
m=i \Гг

И

Замечая, что

— 2itJKm/q>(kr0 cosO) =  ̂  е !i,ri
.  ГС Я 2г —— т а — i m—гАтЛ cos 0 cos а Ф 2ФО

Yx

я п*
2^Лт/Ф (*r0 cos б) =   ̂е ,Ат"—iAre COS 0 COS а ФСх

—i —-  т а  —г т2Ф da
Гг

и объединяя суммы, получаем

Л ( 6 )  =  ъ  2  е ' 2Ф " ‘W ( b o C O S 0 ) COs ^ ( « p - < p o)
03 г Д - т

т= 1
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Второй член F2(Q) получается заменой <р0 на — <р0. Складывая, на­
конец, Fj (0) и ./^(б), получаем для характеристики направленности 
выражение:

F  №  =  - J  ^  е  2Ф  J пт/ф (kr° c o s  0 )  [ c o s  Ж  ^  ~  {Р°) +  c o s  Ж  &  +  *Ро)] • ( 6 )
т=1

Полученный ряд хорошо сходится, и для случаев Ф = к /п ,  где п 
целое число, его удобно вычислять непосредственно.

Перейдем к рассмотрению поля в области геометрической тени. Точное 
решение задачи дифракции сферической волны в клиновидной области, 
представленное выражением (3), можно преобразовать к следующему виду:

, i Тл Г кт / \ — тст, .1
Ф =  1 ф 2  [ c ° s  ф  (ф  ~  <Ро) +  c o s  ф  ( ?  +  9 o ) J  х

т — 1

со

X
—00 „
( 0  <  г <  г0

I Н % ф  (К И ^ р Г о )  Н п т /Ф  г )

Г0 <  г <  ОО |

Н % Ф  ( У & = ? г ) Н % ф (K F ^ T V o ) | _

M z Я ^ /ф  (К *2 -  6*Г0) tf'V U  (К * 2 -  gV) +

(V)

Такое представление получается путем разложения члена в квадратных 
скобках в ряд, подобно тому, как это делалось для интеграла (5), пред­
ставления члена егкК (а) /Л  (а) в виде

e i k R  ( а )

~Ща)
Tndne- 
J Уп* — к*О

/ 0 (гсj / -г2 +  г* +  22 — 2rr0 cos а)

и замены последовательности суммирования и интегрирования.
Каждый член суммы (7) можно назвать, следуя П. Е. Краснушкииу* 

«нормальной волной номера т». Каждую нормальную волну можно рас­
сматривать как некоторый волновой процесс, распространяющийся 
в плоскости (г, z); член в квадратных скобках характеризует распределе­
ние поля по координате ср.

Для каждой нормальной волны, т. е. для каждого члена суммы (7), 
можно найти приближение геометрической акустики, анализируя интеграл 
методом перевала для больших значений кг. Геометрическая картина 
представляет собой семейство лучей — гипербол, выходящих из точки 
г =  го, z =  0. Огибающая (каустика) этого семейства, которая является 
границей геометрической тени, описывается уравнением.

Это уравнение гиперболы. На больших расстояниях можно считать, что 
границу тени определяет не гипербола, а ее асимптота (см. фиг. 3), урав­
нение которой в координатах р, 0 имеет вид: 0 =  arc cos кт/Фкго. Кау­
стика первой нормальной волны (имеется в виду нормальная волна, опи­
сываемая первым пе обращающимся в нуль членом суммы (7)) определяет 
границу геометрической тени в клине в плоскости (г, z), так как каустики 
нормальных волн высших порядков лежат в области интерференции для 
первой нормальной волны (см. фиг. 3).
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Заметим, что каждый член суммы (7), который, если его умножить на 
у у ,  можно записать в виде

и т =  У л т (<р,<р0) V Г  \  e iZz Г Нпт/а> ( У & -  ? г 0) ( V А2 -  ? г )
—со *-

+

+

о <  Г <  г 0 )

Н % ф  ( J / F = T 2/-o) Н % ф  ( Г  А ^ 2 /•) '

г0 <  г <  00

Я ^ /Ф  ( К А ^ = ?  г) Н п т /е ь  ( К / ^ = ? г 0) ) _

<4

может быть интерпретирован как результат решения плоской задачи 
о распространении цилиндрической волны в слоисто-неоднородной среде..

, дЮт г ш 
Он удовлетворяет уравнению -r Я[т  =  0

с (г) =
- . Г  (пт / Ф)3 — 1 /4
К (А') 2

с (г)

с =  со/А

в точке (/ (г0, 0) имеет особенность вида
1 К7~0

1lim f/m (г, z)-------
r->r0 In . _  ----
2 ^ 0  V  ( г  — r 0)2 +  г2

=  Ж  [cos ж (ср ~  +  cos Ж  +  Т»)] ’

причем всюду, кроме окрестности точки Q(r0i 0), |C7m|< o o  при Im A >;0.
Приближенное рассмотрение задачи о точечном источнике непосред­

ственно на этом пути и геометрическая трактовка были предложены. 
В. С. Нестеровым и развиты В. К. Кузнецо­
вым, получившим выражения для каустик (4). ц я ю °  г=20м 

Вернемся к характеристике направлен- %ппп \
ности (6). Рассматривается для определен­
ности случай клина с мягкими гранями. То­
гда F ( 0) запишется в виде

Я (0) =

_  V 
ф  Zj

С° i  ~  т  
е  2Ф

пт пт

m=al

Т I  7  / \  v •  / w e t  .

J  к т / Ф  ( k r 0 COS 0) S in  -ф<р • Sill -ф-<р0.

(8 )

9 0 S

4 0  5 0  7 0  W O  1 5 0  Щ ъ м

Фиг. 4 Фиг. 5

Непосредственно видно, что первый член суммы, т. е. член с функцией 
Бесселя минимального порядка, имеет первый, самый большой макси­
мум как раз при Oi =  arc cos к/Ф /его, т. е. на границе геометрической
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тени и далее по мере продвижения в область тени (по мере уменьшения 
•cos 0) быстро убывает. Остальные члены с функциями Бесселя высших 
порядков имеют первые максимумы, лежащие уже в области интерферен­
ции, и убывают еще быстрее по мере углубления в область тени. Оценивая 
тот вклад в звуковое поле, который дается членами высших порядков, 
можно с хорошим приближением считать, что характеристика направлен­
ности в области тени определяется лишь первым членом:

F  ( 0 ) =  £  е<",/2Ф J д/ф  ( Ь - о  cos 0 )  sin - J  <р • sin -

так что поле в области тени получает приближенный вид:

ф =  е,л'/2ф J п,ф (kr0 cos 9) sin <р sin % =  AeiKp- (9)

Можно еще больше упростить это выражение, заменив функцию Бесселя 
ее приближенным значением для малых аргументов. Подставляя получен­
ную для F (Q) формулу в (5), мы получаем поле в области тени:

, * . * . Я  1 - Г /Ф+1
Ф —' ф sin ф (P-sm ф 2те/фГ(1 +  я /Ф ) \Kr* +  **J

Это выражение сводится к виду:

> 7 V  • 71 • ТС

Ф =  ф зт - o V s m W ?0 2*/Ф г (1 +

-если зона тени лежит в области больших углов 0, близких к тг/2. Таким 
образом, звуковое поле убывает с увеличением расстояния вдоль ребра 
клина z при постоянном г и ср по степенному закону, причем показатель 
степени зависит только от угла раствора клипа.

На фиг. 4 приведена характеристика направленности F(6)f построен­
ная по формуле (8), для клина с мягкими гранями с углом раствора 
0 =  тс/6  для трех значений координаты ср, кг0 равно 20. Зона тени начи­
нается примерно при угле 72°. Сплошные линии на фиг. 5 изображают 
в логарифмическом масштабе зависимость амплитуды звукового поля А 
от расстояния z в области геометрической тени, построенную по формуле
(9). Пунктирные прямые, представляющие ту же зависимость, построены 
по упрощенной форхмуле (10). С увеличением расстояния сплошная линия 
-стремится к пунктирной прямой, т. е. закон спадания становится степен­
ным.

В заключение выражаю глубокую благодарность Г. Д. Малюжинцу, 
по предложению и под руководством которого выполнена настоящая 
работа.
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