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ВЯЗКО-ИНЕРЦИОННАЯ ДИСПЕРСИЯ II ЗАТУХАНИЕ ЗВУКА 
В СУСПЕНЗИИ ВЫСОКОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ

13. С. Н ест ер о в

Задача о распространении звука в суспензии высокой концентрации 
решается при помощи схематизированной модели из маленьких цилинд­
ров и небольшого количества вязкой жидкости, приходящегося на каж­
дую твердую частицу. Получены формулы для комплексной плотности, 
скорости и затухания звука в функции частоты, геометрических и меха­
нических параметров взвеси. Указаны приложения теории к конкрет­
ным задачам.

Теории распространения звука в мало концентрированных суспен­
зиях [1—41 не учитывают взаимодействия частиц, в результате чего, 
начиная с концентрации 10—15%, наблюдается расхождение между тео­
рией и экспериментом [31. Попытка [51 решить задачу о суспензии высо­
кой концентрации, используя теорию звукопоглотителей с неподвижным 
скелетом, не достигает цели, поскольку в случае твердых частиц и жидко­
стей она приводит к качественному расхождению с экспериментом. Мы 
попытаемся решить задачу о распространении звука в суспензии высокой 
концентрации при помощи специальной модели, учитывая только влия­
ние вязкости. !•

Рассмотрим модель взвеси твердых частиц в жидкости, показанную 
на фиг. 1. Твердые частицы имеют здесь форхму цилиндриков с осями, 
совпадающими с направлением распространения звуковой волны. Нее 
промежутки между частицами заполнены жидкостью.

Выделим отдельную ячейку, состоящую из одной частицы и окружаю­
щей ее жидкости, как это показано на фиг. 1. Все остальные частицы, в 
силу симметрии, будут находиться в таком же положении, как и выделен­
ная. Наружная поверхность ячейки представляет собою призму с пло­
скими боковыми гранями, на которых вязкие напряжения в направлении 
нормалей отсутствуют.

Упростим еще более нашу модель, для чего в ячейке заменим жидкую 
призму равновеликим цилиндром, коаксиальным внутреннему твердому 
цилиндру (фиг. 2). Граничные же условия на наружной поверхности 
ячейки,— равенство нулю вязких напряжений, будем относить к новой 
границе. Разделим, далее, ячейку на три части, обозначенные на фигуре 
соответствующими номерами, и разберем поведение системы, состоящей 
из частей 1 и 2. Данная система представляет собою двойную пробку, 
связанную силами вязкости по боковой поверхности и приводимую в дви­
жение общей разностью давлений, приложенных к торцам обеих частей. 
Считая жидкость несжимаемой, напишем для нее уравнение движения 
в форме

pi ж  -Ь У- § 1  (rot rot Сi) =  — eiM'> (1)

где Ci — вектор смещения частиц жидкости, pi — плотность жидкости, 
\х — коэффициент вязкости, — градиент звукового давления.
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Для решения воспользуемся цилиндрической системой координат, у 
которой ось z совпадает с осью цилиндра, и обозначим через г теку­
щую радиальную координату, а — внешний радиус жидкой пробки, в — 
радиус твердой пробки (фиг. 2).

Фиг. 1. Цилиндрическая 
модель взвеси:

а  — единичная ячейка, с т р е л к а -  
направление звуковой волны

Фиг. 2. Отдельная ячейка:
J—ж идкая оболочка, 2  — твердая 
частица, з —  между частичная 

жидкость

Граничные условия сводятся к следующему: 1) напряжение сил вяз­
кости на наружной поверхности жидкой пробки равно нулю, т. е.

=  0 ; 2) на границе с твердой пробкой жидкость при-
г=а

липает, следовательно, Ci |г=ь =  С2» где £2— смещение твердого цилиндра.
Воспользовавшись уравнением (1) и граничными условиями, найдем, 

что смещение частиц жидкости в пределах жидкой пробки равно

r  1  др / г  1  др\ N1 ( 7 f l )  J o  Ы  —  N0 ( 7 г )  J 1 ( у а )  / о \

^  “  Ш*Р1 dz "  V ^ 2  0>2P I  dz ) N,  (ya) J  о ( 7 &) -  N0 ( T  b) J 1 ( 7 a )  '  V ;

Здесь

l - V - i f  <3)

— волновое число вязких волн, J  и N  — символы бесселевых и нейма­
новых функций.

Смещение твердой частицы может быть найдено из уравнения ее 
движения, которое для вынужденного режима имеет вид:

— ы2т 2С2 =  — ~Ьг д£  • h — (С2 -  jp - % ) • (4)

Здесь то2 означает массу цилиндра, и буквой Т  для краткости обо-
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значено выражение:
ш _  iVi (у a) j  1 (yb) — Nj (yb) • J 1 (уа) 

(у a) J о {yb) — N0 (yb) J l (y a) ' (5)

Последний член уравнения (4) представляет собою вязкую силу, 
действующую со стороны жидкой пробки на твердый цилиндр. Из урав­
нения (4) находим смещение твердого цилиндра:

С® =  А$2

Л - 2тг6

(О2 ^ « 2  —
2тс̂ /гр! хр\ *

7 /

(6)

где h — высота цилиндра, *5’2— площадь его основания.
Располагая теперь выражениями для смещения обоих пробок, мы 

можем вычислить объемный поток через все сечение ячейки:

Подставив сюда выражение (2) и проинтегрировав, получим

X  — koh др_
dz о» *F\2 

Т
т2 — 2nbhp̂  —j

f
S1-\-2nb--n 

7

o'2 pih (7)

где =  к (a2 — b2) — площадь сечения жидкой пробки.
На основании выражения (7) удельный импеданц единицы объема., 

занимаемого двумя пробками, равен

Z  =  ко
№ +  S*) pi — 2izbhpi 5 ^

pi Л-
отсюда величина

Р =

— 2nb —J  +  (т2 -  2rMPl T j  (Si +2nb ’

(Si + S 2) p! {m2 — 2nbhp1 ^

Pi h -j- ^ni2 — 2nbhpi 2.nb ̂
(8)

представляет собою эффективную комплексную плотность двух пробок — 
твердой и жидкой, движущихся под влиянием одного и того же гра­
диента давления и связанных друг с другом силами вязкости.

Для получения средней плотности всей отдельной ячейки, а следова­
тельно, и всей взвеси в целом, надо арифметически сложить массу двой­
ной пробки и части 5, поскольку они соединены последовательно. Учи­
тывая геометрические соотношения на фиг. 2 , получим окончательное 
выражение для средней плотности в виде

h
(7П=ГХ)

№ +  S2) ( — 27zbhpi -5^

Pi/г ( $2 —  2тzb 5 р 2 т 2 — 2nbhpl 2^  -\-2nb —
.(9)

Частотная зависимость плотности и активные потери, возникающие 
благодаря относительным движениям твердых частиц и жидкости, заклю­
чены в членах, содержащих выражения гГ/у. Поэтому оценку величины 
комплексной плотности в области высоких и низких частот можно полу­
чить, исследуя предельные значения Y/y.
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Плотность, определяемую выражением (9), в дальнейшем будем назы­
вать «динамической плотностью смеси».

При выводе формулы (9) эффекты обтекания оснований цилиндра во 
внимание но приняты. Этим самым действительные соотношения, даже 
в пределах схемы фиг. 1 и 2, формулой (9) дополнительно огрубляются.

Рассмотрим предельные случаи низких и высоких частот. Если 
положить (практически при !Tttl< 0 ,5 )  что влечет 1т6 |< С '1 >
то, разлагая цилиндрические функции формулы (5) в ряды и ограничи­
ваясь членами низших порядков, мы получим для функции хР/т при 
низких частотах выражение:

которое становится особенно простым при условии сравнительной узости 
кольцевой щели, занятой жидкостью, т. е. при а ^ Ь .  Обозначив в этом 
случае полуширину щели между частицами через Ь = а — Ь, получим 
из (10)

. 7  /низк = - i [ 1 4 w ( 1 + i ) ] '

В случае более высоких частот или более крупных частиц, когда 
j | 1 (практически при | yM >  2), воспользуемся асимптотическими
разложениями цилиндрических функций в формуле (5) и получим

(Z -)  =  (12)
\  Т /выо Т

Можно показать, что если при решении уравнения (1) пренебречь 
кривизной жидкой пробки, то выражения (8)—(9) останутся справедли­
выми, причем функция xF/y при всех частотах будет определяться фор­
мулой (12).

На основании формул (10)—(12) нетрудно получить окончательные 
выражения для комплексной плотности в предельных случаях. Так, 
подставляя («3) и (1 1 ) в (8 ), получим при низких частотах и щели, 
полуширина которой 8 <^0,25 6 , выражение для эффективной плотности 
двойной пробки в виде

Рннзк —^lPl 4- $2?2 
Si +'S2

. 3 сой2 " l“2 / VO
“  1 "8 IT №  +  Л )2 (p2 “  P'  ̂ •

S*Si

Переходя отсюда, согласно (9), к динамической плотности суспензии, 
имеем

=  M  +• рг (1 - ч ) - Г | " !^ - ( Л - Р |) , (1 - ч ) « 1 - 6). (14)
С

Здесь введены обозначения: £ =  т 1 ---- просвет; г) =  —^— — порис-
^1-1-02 1 Vi  -j- V2

тость; причем v \—объем жидкости, занимающей части 1 и 3 отдельной 
ячейки; V2 — объем твердой частицы.

Таким образом, на низких частотах действительная часть динамиче­
ской плотности совпадает с тяжелой плотностью, определяемой обычным 
взвешиванием. Справедливость аддитивности масс в этом случае является 
следствием вязкости жидкости, благодаря которой двойная пробка на 
низкой частоте движется почти как единое целое.

Для получения высокочастотных соотношений воспользуемся форму­
лой (12) при условии | y | —> оо. Нетрудно видеть, что

Нш M i l l
о>—*со -7
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Подставив (15) в формулу (8 ), получим

pm,1C =  -  i2*b у  - Щ 2pI*S2 т  P2*$l V 2copi (pi
+  Si)  pi (p2 — Pi)2

£2 -h P2*S’i )2 (16)

а подставляя последнее выражение в (9), после незначительных пре­
образований структурных параметров мы получаем динамическую 
плотность суспензии при высокой частоте в виде

ршле --  pi
,  (1 — VI) (ра — pi)

1 р*5 + Pi (1 — « — I: (1 — (р2 — Pi)2 y ^ p ,

LPi (1 — 5) + р 17)

Из (17) видно, что при высокой частоте действительная часть динамиче­
ской плотности отличается от плотности тяжелой. Причиной этого явля­
ется существенное сокращение вязкой волны, из-за чего твердая частица 
н жидкая оболочка начинают двигаться практически независимо одна от 
другой. При этом складываются не массы, а их обратные величины (см. 
(1(5)). Структурные параметры £ и т) как в действительной, так и в мнимой 
части формул (14) и (17) входит в совершенно различных комбинациях.

Пели осуществляется условие j^8 | ^ 2 , определяющее собою «высоко­
частотную» область по размерам твердой частицы и одновременно область 
допустимой пренебрежимости искривленностью жидкой оболочки, то при 
дальнейшем повышении частоты все соотношения определяются аргумен­
том 78 в форме (12), причем и здесь, в свою очередь, надлежит различать 
«высоко-низкочастотную» область |? 8 | ^ 1  («высокую» по отношению 
к диаметру твердой частицы и «низкую» но отношению к полуширине 
июли между частицами о), в пределах которой остаются в силе форму­
лы (13)—(14) с аддитивностью масс и с заменой коэффициента при мнимой 
части с 3/8 на 1/3, и «высоко — высокочастотную» область |^ 8 |^ 2 ,  
в пределах которой массы соединяются параллельно и где имеет силу 
формула (17). Практически для суспензии высокой концентрации именно 
последними соотношениями определяются области: а) низкочастотная 
1 ~81 ^  1 , б) высокочастотная 7 8 1 ^  2 , в) переходная 1 ^  17 8 1 ^  2 с мак­
симумом переходных явлений |^ 8 |« 1 .5 .

Перейдем теперь к  рассмотрению скорости и затухания зву­
ка в суспензии высокой концентрации. В случае суспензии мине­
ральных частиц в воде средняя сжимаемость смеси весьма сла­
бо зависит от частоты и обладает весьма малой мнимой частью. 
Поэтому мы нс сделаем существенной ошибки, приняв сжимаемость 
смеси К  частотно независимой и воспользовавшись для вычисления 
скорости и волнового числа формулами: Re (с) =  У  \  / Re (р) К , 
к =  о)УрК  =  к' — г А", К =  Tj/vj +  (1 — т|) К2у где К2 и К х— сжимаемости 
частиц и воды. Отсюда скорость на низкой и высокой частоте соответ­
ственно равна:

_  С|Снизк — ]/[■/) +  а (1 -ч ) ]  b  +  р(1 -ч>]

с ы.1С —  С1 | /
1 +  UP +  D

1-0 -|- а  ( 1 - 7 1 ) ]  [1 -|- (5 +  1 -  vj) ( р - 1 ) ]

(18)

(19)

и коэффициент затухания

^Ш.1С —

-  и <*■-  р-)' ( » -  ^  г (* -  0  к - Ш
УЩХрТсО (1— 7))(Р —

(1 -4 )
(1 -  ч)

Щюх [1 +  5(3 - 1)]
■ - D 1 ЛГ  h  +  tt( i-7 |) i[ i +  ^ (p - i ) i
- D P  У 1 +  15 +  1 — 7 ) ) ( р - 1 )

(20)

(2 1)

Здесь с 1 — скорость в воде, 2b — диаметр твердых частиц и для со­
кращения записи введены обозначения: а  =  К 2/ К 1; [1 =  рг/pi.
6  Акустический журнал, т, V, в. 3
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Формула (18) совпадает с обычно употребляемым выражением скоро­
сти в гомогенной смеси [3, 4, 6 ].

Согласно формулам (18)—(19) в разбираемом случае имеет место диспер­
сия, которую в соответствии с порождающими ее причинами можно на­
звать «вязко-инерционной». Мерой этой дисперсии естественно выбрать 
отношение, вытекающее из (18) и (19):

с'выс
С 1Ш ЗК / [1 -j-g (3-1)1 h  +  P d -ч )] 

l + t f + l - T l M p - l )

C км/сек

Например, в случае взвеси минеральных частиц в воде (отношение 
плотностей р — 2,7) при пористости г) =  0,5 и просвете £ =  0,35 отно­

шение спыс/сШ!зк составляет 1 ,1 , т. е. вязко- 
инерцнонная дисперсия может быть обнару­
жена экспериментально.

В формулах (9), (14), (17) и других фи­
гурирует ряд структурных параметров. По­
скольку при экспериментальном измерении 
размеров частиц последние принято сводить 
к эквивалентным шарам, а не цилиндрам, 
попробуем ввести переход от шаров к ци­
линдрической схеме. Ото можно сделать,

Фиг. 3. Скорость звука в суспензии минеральных 
частиц в воде в функции статической плотности

смеси:
с, — скорость п воде, а * низкочастотная скорость в смеси,

б — высокочастотная скорость

например, следующим образом. Пусть исходные частицы имеют 
форму шаров диаметра d и расположены равномерно в пространстве с по­
ристостью ц. Заменим шары равновеликими цилиндрами, у которых вы­
сота и диаметр равны друг другу. Тогда

h =  0,878rf; b =  0,439d. (23)

»2Объем ячейки должен оыть равен v =■-.——, где1 Л г, =  I xd?= 2 -bs II

общий объем жидкости в частях 1\\3  на фиг. 2 равен v-rj =  v2ri/(l — rj). 
Пусть жидкость распределена поровну между участками 1 и 3. Тогда на 
долю боковой оболочки придется г)). Значит, просвет равен

полуширина щели

8 =  6

и отношение высот
П
/?.

Можно, конечно, предложить иные способы перехода от сферической 
к цилиндрической схеме взвеси.
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Применим полученные соотношения к случаю суспензии или грану­
лированной среды из минеральных частиц и воды. Все широко распро­
страненные минералы обладают почти постоянной плотностью о2 — 
=  2,7 г/см* и сжимаемостью К 2 =  2.10" 12 см2/дин. Положив для жидкости

Ф и г. 4  Ф и г . 5

Фиг. 4. Компоненты динамической плотности взвеси в функции частоты:
а  — действительная, б — относительная мнимая компонента для частиц при d  =  0,02 см, ъ =  0,4, 
и =  0 ,0 1 1 ; в — действительная, г  — относительная мнимая компонента для частиц при d  =  0 ,1  см,

т) =  0Л и. =  0,011. Статическая плотность в обоих случаях 2 г/см*
Фиг. 5. Динамическая плотность взвеси в функции частоты.

а — действительная, б — относительная мнимая компонента для частиц при d =  0,005 см, ц =  0,011, 
у) =  0,5, рст =  1,83 г/см*; « — действительная и г — относительная мнимая 'Компоненты для частиц

при d — 0,001 см; [I — 0,011; г, =  0.G5, рст =  1,6 г/см*

pi =  1 г/см* и с г =  1,5 • 10s см/сек, получим для низко- и высокочастот­
ной скорости в смеси кривые, показанные на фиг. 3. В качестве аргумента 
здесь выбрана средняя статическая плотность, совпадающая с действитель­
ной частью выражения (14).

^Частотная зависимость действительной и мнимой компоненты плотно­
сти для частиц разной величины и при разной пористости показана на

фиг. 4 и 5. Динамическая плотность 
представлена здесь в виде о — р' — 
— ip" и раздельно даны р и отно­
шение р " / р ' .

Данные фиг. 4 относятся к части­
цам, близким по размерам к крупно- 
и мелкозернистому песку, данные 
фиг. 5 — к частицам, типичным для 
илов. Частицы d — 0,1 см на про­
тяжении диапазона 1—50 кгц полно­
стью попадают в высокочастотную 
область, частицы0,0 01 см — в преде­

лах того же диапазона попадают в низкочастотную область. В первом 
случае динамическая плотность на 15% ниже статической, во втором 
совпадает со статической. Частицы 0,01 и 0,005 см в этом диапазоне дают 
переход от низко- к высокочастотной области с максимумом отношения 
р " / р ' . По приведенным кривым легко рассчитать скорость и затухание во 
всем диапазоне.

Для мелкозернистых сред и низкой частоты в таблице дано затухание, 
вычисленное согласно (20). Дг относится к частицам d =  0,001 см, rj — 
=  0,65, рст =  1,6 г/см3] Д2— к частицамd =0,005еле,т] =  0,5, рСТ =1,83 г/см3. 
Из таблицы ясно, что в пропитанной водой мелкозернистой среде 
могут распространяться на сколько-нибудь заметное расстояние только 
частоты ниже 100 гц. Этот результат хорошо согласуется с данными мор­
ской сейсмометрии по наблюдению над распространением звука взрывов 
в толще осадков [7].

Т  а  б л  и ц  а

/  гц
X  =  10 7!М х  =  100 км

1 Дх д б Д2 д б Д, д б Д2 д б

10 0 ,0 2 8 0 ,3 3 0 ,2 8 3 ,3
50 0 ,7 8 ,3 7 83

100 2,8 33 28 330
500 70 830 700 —

1000 280 — — —

6*
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Изложенную в настоящей работе теорию можно применить также к 
задачам о распространении звука в пористых поглотителях (архитектур­
ная акустика) и о фильтрации постоянного потока жидкости через грунт 
(подземная гидравлика)*

Выводы

1. При помощи схематической модели в виде малых цилиндров, рав­
номерно размещенных в вязко]”! жидкости, можно качественно и отчасти 
количественно разрешить задачу о распространении звука в суспензии 
высокой концентрации.

2. Плотность суспензии является величиной комплексной, действи­
тельная и мнимая части ее зависят от частоты, пористости, просвета, 
коэффициента вязкости и плотности обоих комиопепт, а также от геомет­
рических размеров, в частности, от ширины щелей между твердыми ча­
стицами.

3. На низких частотах массы частиц и жидких оболочек складываются, 
динамическая плотность суспензии совпадает со статической плотностью, 
коэффициент затухания пропорционален квадрату частоты. На высоких 
частотах складываются обратные величины масс частиц и жидких оболо­
чек, динамическая плотность меньше статической, коэффициент затуха­
ния пропорционален квадратному корню из частоты. В области релакса­
ции действительная часть плотности плавно переходит от низко- к высо­
кочастотному значению, мнимая компонента плотности достигает макси­
мума.

4. В суспензии высокой концентрации должна наблюдаться заметная 
дисперсия, обязанная своим происхождением определенному сочетанию 
вязкости жидкости и инерционности твердых частиц. Взвесь минераль­
ных частиц в воде из-за этой причины может дать повышение скорости 
на высоких частотах около 1 0 % относительно низкочастотной скорости.
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