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Изучается распространение изгибных колебаний вдоль бесконечной 
упругой полосы. Рассмотрены случаи, когда края пластины свободны, 
закреплены и шарнирно оперты. Находятся и решаются соответствую­
щие дисперсионные уравнения и изучаются свойства нормальных волн 
первых номеров.

Целью настоящей работы является исследование волноводных свойств- 
упругой пластинки, имеющей форму бесконечно длинной полосы шири­
ной II и толщиной /г. Систему координат выберем таким образом, чтобы 
плоскость 2 =  0 совпала с плоскостью полосы в положении равновесия, 
а ось у  прошла по середине полосы параллельно ее краям. Колебапия пла­
стины определяются дифференциальным уравнением:

у*У Ч 7_*Ч 7  =  о, (1)

где U(а*, у) — смещение элементов полосы при монохроматических коле­

баниях изгиба, к =  1/  ----- волновое число, о — плотность ма-
териала, со — круговая частота колебаний, X и [х— параметры Ламэ.

Решение U (х, у) должно удовлетворять граничным условиям, соответ­
ствующим характеру закрепления краев полосы. Если через М  и F 
обозначить соответственно изгибающий момент и перерезывающую силу, 
то на свободных краях пластины должны выполняться условия:

М  =  (П 
F  =  0 /

л Нпри X =  ±  у  . (2а)-

В случае жестко закрепленной полосы граничные условия принимают- 
вид:

<7 =  °
при х  =  ±  - у  . (26).ди_

дх =  о

И, наконец, для шарнирно-опертой полосы на краях следует положить:
А / =  0 
U =  0 при X =  ± II (2в)

ЯПри этом, как следует из теории упругости, при х =  ±
h*  о *  +  X) у. Г 0 * и  

М - ~  3(21х+ Х У 1 ^  +
d2U
ду2 J ’1: F = лу (р -f Л)а (2|л + К)

Здесь а =  Х/2 (X -f- [*) — коэффициент Пуассона.
Решениями уравнения (1), представляющими волны, бегущие вдоль- 

оси у , являются следующие функции:
U =  eikyV (A sin кхх +  В cos кхх +  С sh кхх +  D ch кхх), (3)

к 2х =  к *  —  к*у, к'х =  Л2 +  Ау . (4)
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Выражение (3) содержит четыре постоянных интегрирования А , В , 6', 
/>, которые нужно выбрать таким образом, чтобы удовлетворились 
четыре граничпых условия. Это удается сделать только при определен­
ных кх, отвечающих так называемым дисперсионным уравнениям. Эти 
кх являются собственными. При собственных кх коэффициенты Ау В, С 
и D вычисляются с точностью до произвольного множителя.

Рассмотрим полосу со свободными краями. По характеру движения 
точек, симметричных относительно оси у, решения в этом случае делятся 
на два вида.

При кХ1 удовлетворяющих уравнению

lh^ r  [*£ +  (2- 0)*?,]»*,

точки, симметричные относительно оси у , движутся однофазно. Выраже­
ние для смещения (3) принимает вид:

U =  спе КуУ £(/сх2 —  ° К )  ch cos кхх  +  (кх +  ок\) cos ch  /сх ж .

При А*#, удовлетворяющих уравнению

Л *  Я
t g - V

к II th —

+  (2 — о) кх
к  ’

(в)2
точки симметричные осносительно оси у, движутся в противофазе, и вы­
ражение (3) принимает вид:

U =  спе куУ £(*? — оку) sh АГ- sin кхх  +  (A:2 +  ок\) sin sh кхх

Первый тип решений будем именовать симметричным, а второй — анти­
симметричным. Так как рассматриваются только однородные волны, 
(ку — действительная величина), то кх может принимать значения только 
из двух областей: из области чисто мнимых чисел; из ограниченной 
области действительных чисел кх <  к. В соответствии с этим в первом 
случае ку >  /с, во втором случае ку <  к. В области мнимых кх урав­
нение (5) приводится к виду:

V к* +  кЧ1 ____
t h - - - - - - - g - - - - - - -  _  V ~  ^  f * »  +  ( t  ~  < 0  * £ ] »  ^

V k %  -  к * Н  V А *  +  А *  [ * •  —  ( 1  —  о )  f c *  ] *
th------- 2-------

Можно показать, что (7) не имеет решений для значений ку >  к/У 1 — о. 
Рассмотрим правую и левую части этого уравнения как функции от ку
для значений к ^  ку к/У 1 — а. Легко убедиться в существовании здесь
единственного решения ку0, ограниченного следующим условием к <  ку0 <  

2 __________

< к / У J. — а. Последнее неравенство доказывает отсутствие критической 
частоты* для рассматриваемой нормальной волны и ее существование 
только при мнимых кх. Сама нормальная волна, соответствующая най-

*  К р и т и ч е с к и м и  н а з ы в а ю т с я  т е ,  н е  р а в н ы е  н у л ю ,  ч а с т о т ы ,  п р и  к о т о р ы х  / с у  =  0 .
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денному решению дисперсионного уравнения (7), имеет вид:

{k% +  (1 -  ») *So) ch ch К /4 3 /Л г  +U0 =  c0eikv04
H- (k2 — (i °) /4 )  cii

K a1/0 —  A2//
ch К  /с2 +  •

Заметим, что наличие поперечного прогиба является следствием анти- 
классического эффекта, выражающегося в том, что имеющее место при 
статическом изгибе соответствие между 
радиусами продольной и поперечной 
кривизны сохраняется определенным 
образом и при динамическом изгибе.

Эту нормальную волну в соответ­
ствии с ее свойствами мы будем име­
новать нулевой. Характер деформаций 
при распространении вдоль полосы 
нулевой нормальной волны изображеп 
не представимо в виде явной функции 
хотя бы асимптотические выражения для kV(jII в области малых и боль­
ших кН. Пусть сначала IcH/jf 1 — о (а следовательно, кН и ку0Н) на­
столько мало, что в дисперсионном уравнении (7) тангенсы можно заме­
нить их аргументами, тогда (7) приводится к виду:

У  -  кг [*e +  (l-o)*So]*_
2

на
от

фиг.
кН,

Фиг. 1

1. Поскольку куоН 
то интересно найти

У к ^ - к -  Г  *&, +  ** [к* -  (I -  с) ki0]
Решением этого уравнения является следующее выражение: ку0 —

4 ________

=  к/У~ 1 — а2, что вполне соответствует физическим представлениям о ко­
лебаниях при малых /с//, поскольку приводит к выражению волнового

4 _____  _ _
числа в стержне: ку0 =  Vi2p(o2/EIi\

Для случая, когда кН велико, дисперсионное уравнение (5) можно 
представить приближенно в следующем виде:

У к2ио -  /с2 [** +  ( ! ~  о) ’
откуда получаем

1kVQ =  kJ (о), где J (а) =  ----------------------------------------------------------------.
У  (1 -  0) [З а  -  1 +  У (Зо -  I) 2 +  (1 -  О) (3 +  а )]

Рассмотрим теперь дисперсионные уравнения в области действительных 
кх. На фиг. 2 представлены графики функций:<2 -  о)« « («* -

/  (2 , Z0) =
К 2.*

О \2г2

8 (z> zo) =

• S T
У Кth — 0 при 2™ п ^  z <  (2п +  1) к2
ctg Z

2

cth У г z2 при к (2п +  1) ^  z <  2 (п -f  1) к.
2
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Точки пересечения этих кривых соответствуют решениям дисперсион­
ного уравнения, если положить z =  kxH , z0 =  kH. На каждом из отрез­
ков кп z тс (п +  1) находится по одному корню этого уравнения. 
Если перенумеровать последовательность корней в порядке их распо­
ложения, то на каждом из нечетных отрезков находится корень с не­
четным номером, соответствующий антисимметричной волне, а на любом

четном отрезке находится корень, соответствующий симметричной волне 
я имеющий четный номер. Считая собственные функции перенумерован­
ными в том же порядке, что и соответствующие им собственные числа, 
перейдем к рассмотрению их, начиная с первой.

При помощи (6) можно доказать, что первая нормальная волна не 
имеет критической частоты. Действительно, положив в (6) k v =  0, по­
лучим . ;

kH

. " V
кН • 

th —

Это уравнение па отрезке (0, тс) имеет единственное решение: кН =  О, 
что и доказывает отсутствие критической частоты. Это означает также, 
что кУ1—>0 при к —>0. Отсюда следует, что дисперсионному уравнению
(6) можно придать более простую форму, если ограничиться малыми 
значениями ку1 и /с, тогда

ку1Н = (кН)2
К 2 4 ( 1  -  о) *

Отсюда следует, что

где СУ1 — фазовая скорость первой нормальной волны, т. е. на низких 
частотах первая пормальпая волна не диспергирует. Как видно хотя бы 
из (8), собственное число для первой волны кх1 при достаточно малых 
частотах является действительным, однако, при частоте, отвечающей 
уравнению

кН

V I
в к U th

V 2

(2 —  ° ) !

первое собственное число обращается в нуль, а при дальнейшем увеличе­
нии частоты становится чисто мнимым. Для возбуждения первой нормаль­
ной волны к полосе необходимо приложить крутильный момент. Характер 
деформаций при распространении вдоль полосы первой нормальной волны
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изображен на фиг. 3. Все это означает, что первая нормальная волна яв­
ляется крутильной волной в длинных пластинках.

Рассмотрим, наконец, нормальные волны высших порядков. Все соб­
ственные числа для нормальных волн порядка выше первого являются 
действительными. Характер зависимости собственных чисел от частоты 
показан на фиг. 4. Как видно, п(п —
— 1 )^ k xH <nn. Все волны, начиная

Фиг. 4

со второй, имеют критические частоты. Положив ку=  0 в уравнениях (5) 
и (6) и объединив оба выражения в одно, получаем

к Н  
tg —

к Н =  (— 1)п-1, л =  2 ,3 , 4, . . .
th 2

Это уравнение для каждой нормальной волны л-го номера определяет кри­
тическую частоту, при которой фазовая скорость ее обращается в бесконеч­
ность; ниже этой частоты 
волна распространяться не 
может. При критической ча­
стоте наступает так называ­
емый поперечный резонапс, 
т. е. постоянное нарастание 
амплитуды со временем. При 
этом дифференциальное урав­
нение (1) уже не соответству­
ет реальному физическому 
процессу. Заметим, что ана­
логичное явление наблюдает­
ся в случае волноводов дру­
гих типов' (например, в тру­
бах с жидкостью и так далее).

На фиг. 5 приведены для примера дисперсионные кривые (кривые фа- 
-зовых скоростей) первой, второй и третьей нормальных воли при

Н =  5 сму h =  0,3 см и а =  1/3 (алюминий).
Рассмотрим полосу с жестко закрепленными краями. Можно пока­

зать, что и в этом случае все решения делятся на два вида:
Антисимметричный

U =  ceikvv [ sll
к Ия

2 sin кхх — sin
k„Hх sh кхх

с дисперсионным уравнением
к U 

'«~2
, К 11111 — -9

к
£ .  • »

•симметричный

U =  ceikvv
к.М К Пch - у -  cos кхх — cos - у -  cli кхх
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с дисперсионным уравнением
г к х Иt h ^ r

tg
к  Их

к

к
х
/
X

Все собственные числа расположены в действительной области. 
Все нормальные волны имеют критические частоты, задаваемые уравне­
нием

к Н

,  к Н  
t h -т г

=  ( - l ) n « = 1 , 2 , 3 , . . .

На фиг. 6 изображены кривые

(  t g  ~2 П Р И  %КП <  2  <  тс ( 2 п +  1 )

= \ /  (z, Z0) =
Z

| — ctg y  nPa 2 (n +• 1) ic z <  2тг (n -|~ 1)

точки пересечения которых с большой степенью точности задают все 
собственные числа.

IS I

т

//7  .9

Фиг. 6.
1 — к П  =  2тг, 2  — к Н  =  3тс, 3  — к П  =  А п , 4  — к Н  =  5тс

__ \z
#  г

Рассмотрим теперь полосу с шарнирно-опертыми краями*. Для этого 
типа границ мы имеем

усов* (2п +  1)х

2 п п х
& 2п+1 — СС

i  л /  к* -— О О *
4п2 тг-
"7/“ 1/

sin / /
Фазовая скорость n-й нормальной волны будет

4 _________________

Суп =  j/'^' ({Л 0)
где (окр

Зр (2,Х +  X) (ш - Ш 11р„)*/,»л2я 2 / "  р  (г- +  X) А2
п ^  “Я 2" к  Зр (2р. +  ХУ ’ и групповая скорость

( 10)

- 2 у - Щ Е ?  <“  -
( И )

* Данная задача независимо от этой работы и с другой целью была решена 
JI. Я. Гутиным как предельный случай опертой пластинки и доложена им па IV Все­
союзной акустической конференции в 1958 г.
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Известно, что для нормальных волн в трубах имеет место соотношение:
Суп* Суп =  С2 =  const.

Перемножая (10) и (11) получаем некоторый аналог этому соотно­
шению: 2 ____________________________

CynCln =  2 /  о, или Суп-Су* =  СуС], ,

где Су и С*у соответственно групповая и фазовая скорости в безгранич­
ной пластинке.

Фиг. 8
В дополнение к теоретическому рассмотрению нами были поставлены 

опыты, целью которых было возбудить какую-либо одну из множества нор­
мальных волн в упругой полосе со свободными краями, и проверить рас­
пределение смещения по ширине пластин для этой нормальной: волны
[11*. Полоса подвергалась возбуж­
дению монохроматически при помощи 
пьезоэлектрического вибратора. В 
качестве образца использовалась 
алюминиевая полоса с параметрами 
р =  2,05 см3,Е  — 7,05-1011 дин/см2, 
о =  1/3, h =  0,3 см, Н =  5 сие. Дли­
на полосы составляла 180 см. При 
возбуждении с частотой в 12 яги мог­
ли возникнуть волны с нулевым, пер­
вым и вторым номерами, поскольку 
только эти волны являются однород­
ными при заданной частоте возбу­
ждения.

Измеряя распределение смеще­
ния по ширине полосы, можно узнать 
в возникшей волне какую-нибудь 
одну из перечисленных волн. При не-

Т а Г» л и ц а

Расстояние 
по оси, см  

V

Расстояние меж­
ду узлами стоя­
чей волны вто­

рого номера, с At

Среднее рас­
стояние меж­

ду двумя 
узлами, с .и

0 2 ,7
0 ,5 2 ,7
1 , 0 2 , 8 5 ,3 7
1 .5 3 ,2 *
2 , 0 2 , 6
2 ,5 2 , 6
3 ,0 2 ,7

* Ввиду того, что при у  = 1 ,5  ампли­
туда исследуемого колебания мало от­
личалась от амплитуды помех, это зна­
чение не'̂  взято для вычисления сред­
него.

симметричном возбуждении была получена волна с первым номером 
(см. фиг. 7). При симметричном возбуждении была получена волна со вто-

* Метод эксперимента был заимствован из доклада Н. С. Агеевой [1] на III Нее 
союзной акустической конференции в 1957 г.
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рым номером фиг. 8. Нулевая нормальная волна не была обнаружена, по­
скольку условия возбуждения для нее были недостаточно благоприятны. 
Результаты измерения распределения смещения по ширине пластины изобра­
жены на фиг. 7 и 8. По вертикальной оси здесь отложена координата ху 
по горизонтальной —- амплитуда смещения. По цифрам сверху можно су­
дить, на каком расстоянии вдоль полосы друг от друга производились опы­
ты. Все измерения проводились вдали от концов полосы и этим оправды­
валось применение к пластине ограниченных размеров соотношений, по­
лученных для волноводов.

В таблице представлены величины расстояний между узлами для раз­
личных значений т/ (симметричное возбуждение) и вычислено среднее 
(5,37).

Это же расстояние, полученное теоретически, составляло 5,4 см. 1а- 
ким образом, получилось хорошее совпадение экспериментальных и рас­
четных данных. Причиной некоторого расхождении можно считать не­
достаточную изоляцию полосы от виешнрх случайных вибраций и не­
осуществимость в реальных условиях волны одного порядка. Наличие 
же волн других порядков приводило к искажению узловых линий (см. 
табл). В заключение отметим, что’ на частоте, соответствующей критиче­
скому значению для волны второго номера, наблюдалось, как и следо­
вало ожидать, явление поперечного резонанса.

Ниже этой частоты волна не распространялась, переходя в класс не­
однородных волн.

Выражаю глубокую благодарность Н. С. Агеевой за руководство ра­
ботой и 10. Л. Газаряну за обсуждение результатов.
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