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В рамках метода возмущений получены выражения для функций 
продольной в поперечной автокорреляции флюктуаций амплитуды и фазы 
сферической звуковой волны, отраженной от абсолютно мягкой стати­
стически шероховатой поверхности. С помощью метода стационарной 
фазы в геометрическом приближении выделены области на неровной по­
верхности, наиболее существенные для рассеяния.

Существенными характеристиками статистических свойств звуковых 
сигналов, отраженных от шероховатой поверхности, являются прост­
ранственные функции автокорреляции флюктуаций амплитуды и фазы. 
Представляет интерес выяснить, насколько коррелированы флюктуации 
амплитуды и фазы звукового поля в двух приемниках, разнесенных вдоль 
трассы распространения звука (продольная корреляция) и в поперечном 
направлении (в горизонтальной и вертикальной плоскостях). Наше рас­
смотрение будет ограничено случаем малых значений параметра Рэлея.

Предположим, что источник и приемник звука расположены в точ­
ках Q 0 и Q a с координатами (0, 0, z x) и (L, 0, z2), а форма неровной 
поверхности задана в виде Z  =  F  ( х ,  у ), где F ( x f y ) — однородная слу­
чайная функция координат х  и у  с нулевым средним значением (усред­
нение берется по статистическому ансамблю поверхностей). Считая 
звуковую волну монохроматическим процессом, найдем решение урав­
нения Гельмгольца с правой частью V2p -f к2р  =  — 4яб (Q — Q0) t удовле­
творяющее граничному условию на абсолютно мягкой неровной поверх­
ности p z=F =  0 и регулярное на бесконечности. Представим искомое 
решение в виде суммы двух нолей p  =  p 0 +  Pi» где р0 соответствует 
решению задачи при наличии отражения от плоскости z  =  0, а р х 
удовлетворяет однородному уравнению Гельмгольца и граничному усло­
вию па поверхности p lZ = F  =  — р0. Считая, что неровная поверхность
мало уклоняется от средней плоскости и является достаточно пологой, 
для рассеянного поля на плоскости Z  =  0 в первом приближении, по­
лучим выражение: рх (х , у ,  0 )  =  — * F  (я, у ) .  Для рассеянного
поля в произвольной точке наблюдения с помощью формулы Грина 
в случае плоской границы получается интегральное выражение:

/
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Pi (L, 0 ’ 2г) =  —  -gj ^  Pl ('Х’ У’ °) ' £  ( :C~ Y ~  ) F  <' Х’ У<> dX Ю
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Нулевое приближение для поля будет иметь вид: р0 =  —̂ ----

где
R ’ =  V * 2 +  i/2 +  (*i -  z)\ R\ =  У х *  +  у* +  (Zl +  z)\

В 2  = У  (Z —  яУ2 4- и 2 4- Т й  — z)2.
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Выражение (1) можно переписать в виде

Pi (L , 0, z2) = 1
2л

д jV,lR' е Ч
дг L п ' К

Э и * * *
э л  л ;

F  (ж, у )  d x  dy . (2)

Выполняя дифференцирование по z и полагая z == 0, при условии 
/ с-min (R x, R ' ,  м ы  получим

* i k

Pl =
khiZi [Yx'+v'+z‘  + V  <i—*)’+a»+2 *j 

----------------------------F ( x , i j ) d x d y .
Л  .} 3 (** +  у* +  ,* )  [ (L  -  x f  +  y*+z\\

И, наконец, переходя к выражениям для флюктуации амплитуды и 
фазы, согласно формулам ЬА / А  =  Re \^lj  , Sep =  Im (pi / p 0), мы приходим 
к выражениям:

-  Ф ?1'<1 2 ( 4 )
бФ =  ш ? $ 5 i k e sin [k {E l  +  Л г )~ ф ° ] ' F { x ’ y ) d x d y ’1 2

где /?! =  V x 2+  ? / +  z\, R 2 =  V ( L  —  x f  +  y 1 +  z\, A 0 и Ф„ — амплитуда 
и фаза нефлюктуирующей части ноля.

Напишем выражение для функции пространственной автокорреля­
ции флюктуаций амплитуды, предполагая, что приемники расположены 
в точках с координатами (L, 0, z 2)  и ( L + A L ,  Ду , z2 + A z)

_  l£l'zlzl [ г  [ [ c o s  [ /ь * У xl +  уi +  z i  + k У (L —  хЬ +  y\ - i -  z\ ~  ф о ]  v  
ЛЛ ~  3 3 3 3 (xi +  y\'+  4 ) [(l  -  * , ) * + 4  +  4 ]

c o s  [  k У +  Д2 +  z\ +  k У (L +  —  x* f  +  (? /2  —  А д ) 2 +  (H +  А г ) 2 —  Ф , ]  ^

( 4  + |f-I- z\) [(L +  AL — x2f  +  (y-z -  A y f  +  (z2 -I- Az)'-|

X  F  ( x lt  y L) ■ F  (x 2, y 2) d x j d x 2  dyx dy2, (5)

где А г и Фх — амплитуда и фаза нефлюктуирующей части поля во вто­
ром приемнике. Аналогично можно написать и выражение для функции 
пространственной автокорреляции флюктуаций фазы.

Найдем вид функций пространственной автокорреляции флюктуа­
ций амплитуды и фазы в случае двумерной квазигармонической шеро­
ховатости. При этом мы попытаемся выделить на неровной поверхности 
области, которые в основном формируют рассеянное поле, наблюдаемое 
в точке приема.

Рассмотрим вначале случай продольной корреляции (приемники 
находятся на оси х  на расстоянии AL друг от друга), задавая функ­
цию пространственной автокорреляции . смещений неровной границы

—  _  (Х1—Х2)*
в виде F 1F 2 =  F\e а* -cosq ( x x — я2). После предварительного инте­
грирования по ?/, выполненного в предположении, что в области, сущест­
венной для рассеяния, соблюдены условия \у\<^У~% 2 +  2? И | У К  
<  V J l -  ж)2 +  z\ (с последующей проверкой), выражение (5) приме-
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следующий вид:

2kH\zlF\ ~ - cos
&ЛА = 12 О ( * (ri +  г') -I- — ФоJ • cos|) (ra -|- Г̂ ) -I- ̂  — ФхJt/la/1 tJ t (п  • К )3/г (Г2 * г* )V* F V i +  г;) (га -|- ri) 

X е  аа cos q (x L —  х 2) d z x d x 2,

X

(6)

где rx =  V  x U -z ' i ,  r\ =  К ( L - a r ^  +  zL r2 =  К a £ + * ! ,  r'2 =  V ( L - x 2f + z l  ■ 
Интегрирование здесь ведется в общем случае в бсскопсчпых пределах» 
Выражения для функций пространственной автокорреляции флюктуа­
ций амплитуды и фазы можно также представить в следующей форме:

К  — * * А П  00
4А0А11С

g (Хх, Х,2) [±  (̂/х+М̂ ДОх—9*a) -J- Q—i{fi-\-fz+QXi—QX2) -j-

_f_ e4fi+fz— QXi+qxz) -j- e —i( /i+ /2— qxy+qxt) _|_ £»(/,—/*+9Л,—«**) _j_ g—г(/,—/2-f  ^x2)

-j_ ei(/i-/2-<ix,-N**> _|_ 6>-i(/i-/2-№+№)] rfajj d x 2, (?)
где знаки плюс и минус относятся соответственно к флюктуациям 
амплитуды и фазы. В выражении (7) введены обозначения

(xt- x 9)*
g { x и  Х2) =  е

_1________________

V (гх Н-г'О (г2 +.К)

А — *  ( г г +  r {)  -|- — Ф 0, / 2 =  /с (г2 +  Г2) +  — Ф 1 .

Из выражения (7) видно, что решение поставленной задачи свелось 
к вычислению интегралов типа

со

8  (х ъ  х 2) eW^xt) dxydx2,
— со

которые можно оценить методом стационарной фазы при наличии экст­
ремума в ходе функции /(ж ь  я2), если | /  ( x lt  х 2) | 1. При этом g  (яь  я2)
должна быть медленно меняющейся функцией переменных х х и х 2. 
Раскладывая /  ( х х, х 2) в ряд в окрестности точки стационарной фазы, 
в первом приближении получим [1]

2g (®ь *2)
F W 7

со

5*х*« 3 х2хг _ QO 1 _L и

V v (

4,.а д  _ 2#
£

+ V ****** 2?:
.(9)

-х2
у и хгхг fxax2

Здесь значения функций g  и /, а также их. частных производных по 
х х и х 2 берутся в точке стационарной фазы. Знаменатель в подынте­
гральном выражении содержит поправочные члены, которые, если метод 
стационарной фазы применим, должны быть значительно меньше еди­
ницы в области, существенной для интегрирования. Для определения 
точек стационарной фазы в выражении (8) получаем следующие урав­
нения: d f x / d x x ±  q =  0, d f2/ d x 2 ± q  =  0, или после дифференцирования

1

а
1-1- £i_

х V

1
1 +  

1

2 * 2

Q_
к

L  — x

Ш Ш  ]/* + =  +
2 * 2

A L

(Ю)
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Эти уравнения дают четыре точки стационарной фазы. Найти их 
решения в общем случае не удается. Рассмотрим предельные случаи, 
когда уравнения можно упростить. При q =  0 существуют две точки 
стационарной фазы х  =  Lzj / zx +  z 2 и х  =  (L  +  AL) гг / z x +  z 2. При q , 
отличном от пуля, но очень малом, естественно предположить, что 
точки стационарной фазы лежат в окрестности тех же значений. По­
лагая zl j x < ^  1, z2/ L — х < ^ 1  при выполнении условий 
A L

Л , получим

z
21+ 2о

Lzyг  _  - \ А ________
1,2 2j •+ 22 ---  k \|)а (2i +  Z2)

_  (L +  AL) zi ( L +  AL)
3 A ~  zi +  z2 —  к Г

ZjZ2
\2 •

ZtZ.y
(Zl +  Z2)2

где z =  max (zlt z2), ^  =  arctgZi +  z2 j  L — угол скольжения. Можно по­
казать, что поправка в знаменателе подынтегральной функции выра­
жения (9) мала по сравнению с единицей при выполнении условий

Z\Z2 т. е.D  =  ^ ‘ > 1  А Ь ^ а ) ,  где R  =
пространственный интервал автокорреляции шероховатостей должен 
превосходить размеры зоны Френеля. Если положить Л0 =  А х =  L /совф, 
Ф 0 =  к Ц  co s^ , Ф х == к  (L +  AL) /совф , то после выполнения интегриро­
вания в выражении (7) мы получим

К лл  =  2fc*sm»l>f,; [ i - ( l -
а%аг

=  2A:2sin2t l ) ^ [ l + ( l  —

3 \ ~ ~ Т Г  _  /? 2а2
2D-/ е ' cos  [  2D

q*a*
3 \ D [q2a2 \]

2 D*)e •C0S 2 D ) \ e

( A W

\Zl +  Z2J

(AL)»*.»
a»(*i+*i)» НЙУ- <«)

При AL =  0 получаются выражения для средних квадратов флюктуаций 
амплитуды и фазы, которые совпадают с полученными ранее в случае рас­
сеяния ограниченной площадкой, охватывающей существенную для рас­
сеяния область [2].

Из формул (11) видно, что коэффициенты пространственной автокор 
реляции флюктуаций амплитуды и фазы в принятых нами приближениях 
совпадают но виду. Интервал корреляции, определенный по спаданию кор­
реляционной кривой в е  раз, выражается формулой A L  =  a(zt +  z 2)/zL. 
При zx =  z2 мы получаем A L  =  2a, если же z2 zx, то AL ^  a z j z x и 
интервал корреляции флюктуаций амплитуды и фазы заметно превосходит 
соответствующий интервал корреляции шероховатой поверхности.

При дальнейшем увеличении q  точки стационарной фазы расходятся от 
точек зеркального отражения в направлениях к источнику и приемнику 
звука. Если параметр q настолько велик, что справедливо неравенство 
2<//Ц)2 -z 4 z i  +  z2^ >  1, где z’  =  min (z,, z2), то координаты точек стацио­
нарной фазы лежат в окрестности источника и приемника звука. В этом 
случае, решая приближенно уравнения (10), мы получаем координаты то­
чек стационарной фазы

x 1 =  zl ]/ 'k/2q , x 2 =  L  —  z 2 V k / 2 q ,  x 3 =  z i y ~ k j 2 q ,

=  L  +  A L  — z2 V k  ) 2 q .

При этом предполагается, что горизонтальные размеры неровностей 
значительно превосходят длину звуковой волны ( q / k < ^  1). Нетрудно 
показать, что первые четыре члепа в подынтегральной функции выра­
жения (7) можно не учитывать, если выполнено условие q R  / Щ 2а  ^>1. 
Это неравенство означает, что области интенсивного рассеяния на не-
4  Акустический журнал. М  4
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ровной поверхности, лежащие в окрестности точек стационарной фазы, 
не перекрываются. Из выражения (7) при А 0 =  А г •-= L/costj?, мы по­
лучаем

гг гг s in 2 *Ф 1К А А Щ К ^ ------ ^ -------- • - i - [ l  + e -(A L /a )-c o s (9 . A i ) ]

и коэффициент продольной автокорреляции флюктуаций амплитуды и 
фазы будет равен

Raa = =  -̂ 7 срф = =  ~гр [1  +  e~(ALM2 c o s  ( g A L ) J .
Таким образом, когда существенные для рассеяния области лежат 
в окрестности излучателя и приемника, коэффициенты корреляции 
R a a  и  7?фч> не спадают до нуля, а лишь уменьшаются в два раза при 
разнесении приемников на расстояние AL  — а. Спад коэффициентов 
корреляции до нуля произойдет лишь при разнесении приемников на 
расстояние A L  ~  a - L  /  zi y r2 q / к.

Для применимости метода стационарной фазы в этом случае тре-
2 k(l̂ Ẑ  2

буется соблюдение условий — ^  • W > 1  и ^

Среднеквадратичные значения флюктуаций амплитуды и фазы опре­
деляются параметром Рэлея Ф  =  2 к У sin ф с точностью до мно­
жителя, изменяющегося в пределах от 0,35 до 0,7 (в зависимости от 
расположения точек стационарной фазы). Области, расположенные 
в окрестности точек стационарной фазы, определяют зоны интенсив­
ного рассеяния звука неровной поверхностью. С удалением от из­
лучателя существенные для рассеяния области смещаются в направлениях 
к источнику и к точке наблюдения. При достаточно большом расстоянии 
между излучателем и приемником местоположение этих областей целиком 
определяется горизонтами излучателя и приемника ( z ± и z2) и отношением 
волновых чисел шероховатой поверхности и звуковой волны q/k.

Достаточным условием применимости полученных результатов может 
служить, по-видимому, неравенство h F  Ап ф0 ^  1, гдеф0 — максимальный 
угол скольжения поверхностного луча в областях интенсивного рассеяния.
В последнем рассмотренном нами случае sin ф0 оё ] / 2q/k, и неравенство 
примет вид: Y k q - F  1. Это неравенство совпадает с условием примени­
мости метода возмущений в форме, предложенной Фейпбергом [3].

Аналогично предыдущему, можно рассмотреть случай пространствен­
ной автокорреляции .флюктуаций амплитуды и фазы при разнесении при­
емников по вертикали на расстояние A z. Напишем уравнения для определе­
ния координат точек стационарной фазы:

.. 2 qОтсюда при выполнении условий  ̂  ̂ ^
=  шах (z1? z2), z' =  min (zl9 z2), получаем

< i
A z .  .- 7-  1, где z =

#1,2 —
Lz->

31 -I- 32
L_
Tj)2

zl22
(Zj -j- Z2)2 »

To =  lZl \ <* L
" 3,4 Z\ +  z2 —  к ty2

Z 1  ( Z 2  +  A z )  

(z i +  z2 +  A z)2
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и коэффициенты автокорреляции флюктуаций амплитуды и фазы по 
вертикали определяются выражением:

B A A = R ^ e  <’ ■ +*,>'«•«• . cos ) • (12)

Из дайной формулы видно, что при малых углах скольжения (ф <^1) 
интервал корреляции по вертикали значительно меньше продольного 
интервала корреляции.

-При выполнении условия 2 q / k ^ 2 ‘ z ' / z i  +  z2J^>l мы получаем для 
координат точек стационарной фазы и для коэффшциента автокорреля­
ции флюктуаций амплитуды и фазы выражения:

Xl =  zxy  k / 2 q ,  x 2 = L  —  z 3 Y k / 2 q ,  х 3 =  Zi / 2<7,
х 4 =  L  — z 3 V h  / 2q —  A z J ^ k  /  2q,

RAÂ R ^  \  [1  +  e -< A2/a,,ft/29■ c o s  K % 7 2  ( A z ) ] .

Поскольку мы полагаем k  / q 1, корреляция по вертикали умень­
шается значительно быстрее, чем продольная корреляция.

Рассмотрим теперь случай корреляции по фронту звуковой волны 
в горизонтальном направлении (поперечная корреляция), характеризуя 
неровную поверхность функцией пространственной корреляции вида

____ __  о/д-ц)» ,
FiFa =  Fl е °* c o s  q (г/х —  у»).

Предварительно интегрируем по х г и х 2, считая выполненными условия
у I < <  У  х 2 +  z\y | У | << У (L  — х ) 2 +  2%. Для определения координат то­

чек стационарной фазы по у  мы имеем уравнения:

у У \ я

У  * 1 » +

+

J -  У . =  -4-

S  V r ^ W  ~  к
У

20
У — At/

V R \ о +  У3 У  R l0 4 (2 /-Ау)1 =  4 -—  к

откуда при условии q / k < ^ .  1 получаем j/i,2=  +  2 / з ,4 =  = Ь  ^  +2/с

+  А » 21 +  2̂ , где Л =  2/?10й 2о / -^ю + - ^ 20- После вычисления иитегра-
лов мы получаем окончательный результат в виде

2 к2 sin V *  
КаА l , q2R2

\k2ziz2

/  Д?/\2 г,*

[t  ( ‘  A ) *
•

X c o s ( ^ y z i^ J ,
•

Г W sin2 ' К  Г, 
w  < 1 ?*Я* L

4«22iz2
m :

/ Д ]/ \ 2 zt*
• +  ( !  )e **“  • cos

•g V a /  (*a+Z*)e x

•
4/ еле 1 f/i ^x c o s  \q&y- zi +  zj i

и, следовательно,

/>
/Д?А2 г,*

i? w  =  e COs . 21 V— 2l +
4 '



4 32 Э .  П .  Г у л и н .Интервал корреляции, определенный по спаданию в е раз огибающей коэффициента корреляции, определяется формулой А у — а • .
ziВ отличие от случая продольной корреляции R a a  и стремятся к нулю при разнесении приемников на расстояние, сравнимое с интервалом корреляции неровностей (если z1^ z 2). Пределы применимости метода стационарной фазы в рассмотренном случае поперечной корреляции ограничены условиями ko2/R^>l и ka2/R qa^>l  (если | Д у | ^ а ) , т. е. пространственный интервал корреляции шероховатой поверхности должен быть значительно больше поперечных размеров зоны Френеля.В частном случае, когда рассеивающая область сосредоточена вокрестности точки зеркального отражения 2д_ 

к\J)2 Z1 +  2-2< <  1 , где z =

=  шах (z1} z2)), можно получить выражение для коэффициента простран­ственной автокорреляции флюктуаций амплитуды и фазы при любом расположении приемников. Это выражение будет иметь следующий вид:
R aa  =  R««° =  е 21+22

—(^7$57)2 ‘ (А Ь —^ ) 2C°S«a4-(Al/)»Sin*a+2(AL—^ ) д и81п« .°osa J
«РФ tg4"Оно получено для функции пространственной корреляции шерохова­тостей вида

____________  _______  [ ( .г -,— x 2) c o s g + ( ? / i — ?/2) s i n a  )г
£ \ F 2 =  F 20e  а* -cos lq cosa-(%  — x 2) +  <7 sin a -(й . — y 2) j.Если приемники разнесены в плоскости xz (Ау =  0) на расстояние 
A L  =  A z / tgty, то Я  =  1, т. е. в принятых нами приближениях флюк­туации амплитуды и фазы в двух точках полностью коррелированы (при этом приемники расположены вдоль зеркально отраженного луча). При a — 0, т. е. в случае поверхности, шероховатой вдоль оси х> флюктуации полностью коррелированы в плоскости ху,  а при а =  л/2 , т. е. для поверхности, шероховатой вдоль оси у , полная корреляция наблюдается в плоскости xz.
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