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К  ВОПРОСУ О РАССЕЯНИИ плоской волны 
НА ПЕРИОДИЧЕСКИ НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

А .  Д . Л а п и н

Рассмотрена плоская задача о рассеянии звуковой волны специаль­
ного вида на периодически неровной поверхности, мало отличающейся от 
симметричной пилообразной поверхности, имеющей прямоугольные зубцы. 
Показано, что эта задача эквивалентна задаче об отражении нормальных 
воли от конца волновода, закрытого соответственным элементом перовной 
поверхности. Последняя задача решается путем применения метода малых 
возмущений и сшивания полей на границах областей, в которых собствен­
ные фупкции известны. Для амплитуд спектров рассеянного поля полу­
чена бесконечная система алгебраических уравнений, которая решена 
численно редукционным методом при некоторых соотношениях между 
параметрами неровной поверхности и длиной волны звука.

Как известпо, рассеянное поле, возникающее при падении плоской вол­
ны па периодически неровную поверхность, представляет собой суперпо­
зицию плоских волн («спектров»), паправляющие косинусы которых опре­
деляются условием Брэгга. Следовательно, в случае периодически пе­
ровной поверхности задача о нахождении рассеянного поля состоит в 
определении комплексных амплитуд (амплитуд и фаз) этих спектров. Как 
было показано в работе [1 ], комплексные амплитуды спектров могут быть 
найдены путем численного решения бесконечной системы алгебраических 
уравнений, коэффициенты которых выражаются двухкратными интегра­
лами. Однако, вследствие сложности выражений для коэффициентов урав­
нений этой системы, ее решение очень громоздко. Поэтому в некоторых 
частных случаях амплитуды рассеянных спектров удобпее искать иными 
методами. Например, как было показано в работе [2], для решения задачи 
о рассеянии плоской волны специального вида на пилообразпой неровной 
поверхности целесообразно применить метод «сшивания» полей на грани­
цах областей, в которых собственные функции известны. Выражеппя для 
коэффициентов получающейся при этом бесконечной системы алгебраиче­
ских уравнений очень просты.

В настоящей работе получено обобщение решения, изложенного в ра­
боте [2], на случай периодически неровной поверхности, мало отличаю­
щейся от пилообразной (фиг. 1).

В качестве падающего поля здесь, как и в работе [2], выберем плоскую 
волну

Ро (я, У) =  схр [г (к гх  +  grj/)], (1)

где =  nt/a, =  ] / к2 — В соответствии с вышеизложенным, рас­
сеянное поле р  будем искать в виде суперпозиции плоских воли

оэ
Р ( * , у) =  2  л „е х р  [г (— Х пх  +  ЪпУ) ), (2) .

п= — оэ

где R n — неизвестные амплитуды.
Будем считать, что неровная поверхность описывается четпой функ­

цией. Тогда задача о рассеянии на ней плоской волны (1) может быть све-



Рассеяние на периодически неровной поверхности 443

дена к более простой задаче об отражении нормальных воли

и
Ро (®, у )  =  ехр [i%rx\ cos (3)

p l  ( x >y )  =  exp [ in rx ]  siu ( | r?/) (4)

от конца волновода, закрытого соответственным элементом неровной 
поверхности (фиг. 2). Действительно, если поверхность описывается 
четной функцией, то, как следует из симметрии, рассеянное поле

\ \ \ \ \

р ) соответствующее падающей волне р 0 (х ,  у) =  ехр [/(хгя — £ry)], будет 
выражаться также формулой (2) при замене в ней | п йа — £п• Следо-
вательно, рассеянные поля р' =  у 2 (Р  +  Р) и Р" =  1/2/ (р — р), соответ­
ствующие падающим полям р0 =  1/2 (р0

f f

+  Ро) и Ро =  1/2 г (р0 — Ро), будут выражать- 
ся формулами:

со

р' (х > у) =  2  Ап ехр ЫпХ̂ cos (&#)> (5)
п=0
со

р" (ж, р) =  2  ■Sj! ехР [ ~  гх«ж1 sin (IпУ), (6)
п= 1 Ф и г . 2

где коэффициенты Лп и В п связаны с амплитудами рассеянных спект­
ров R n соотношениями:

п п =  J  (А п +  В п), Л _„ =  4  И -  -  в..)- (7)
%

Из формулы (5) видно, что рассеянное поле р '  удовлетворяет соотно­
шению =  0, где т —  целое число.

\ д у  / у = ± т а

Таким образом, задача о рассеянии поля р 0' на симметричной перио­
дически неровной поверхности эквивалентна задаче об отражении нор­
мальной волны (3) от конца волновода с жесткими стенками, закрытого 
соответственным элементом неровной поверхности (фиг. 2). Аналогично 
из формулы (6) получим, что задача о рассеянии поля р 0"  на симметрич­
ной периодически неровной поверхности эквивалентна задаче об отраже­
нии нормальной волны (4) от конца волновода с податливыми стенками, 
закрытого тем же элементом неровной поверхности, что и в вышерассмот­
ренном случае. Если известны амплитуды отраженных нормальных волн 
А п и # п,то искомые амплитуды рассеянных спектров можно определить по 
формулам (7).

Все предыдущие рассуждения справедливы для любой симметричной 
периодически неровной поверхности. Предположим теперь, что норов-
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ная поверхность мало отличается от пилообразной поверхности, имеющей 
прямоугольные зубцы. Обозначим через £(Х) — отклонение поверхности, 
закрывающей волновод, от координатпой плоскости Y =  0. Будем считать, 
что величина £ удовлетворяет соотношениям

* | С | < 1 ;  \ d t / d X  | < 1 .

В этом случае влияние неровностей £ на отражение нормальных волн от 
закрытого конца волновода можно оценить методом малых возмущений, 
принимая за нулевое приближение Р 0 решение, полученное в работе[2], т. е.

iPo  +  P ' h = о  
1Ро +  Р " к = о

для волновода с жесткими стопками 
для волновода с мягкими стенками.

Как известно, в первом приближении метода малых возмущении 
можно считать, что рассеянпое поле, обусловленное наличием жестких 
неровностей, создается действием источников объемной скорости

dX

распределенных но гладкой стенке при У =  0. В  том же приближении 
можно считать, что рассеянное поле, обусловленное наличием податливых 
неровностей, создается действием сторонних давлений

распределенных по гладкой стенке при Y  =  0.
Для вычисления рассеянного ноля, т. е. поля, создаваемого поверх­

ностными источниками /( или /), применим следующий прием. Рассмотрим 
вспомогательный волновод, образованный сочлепением исходного вол­
новода и его зеркального отражения в плоскости Y  =  0. Из симметрии 
видно, что задача о нахождении рассеянного поля в волноводе эквивалент­
на задаче о вычислении поля, создаваемого в вспомогательном волноводе 
источниками объемной скорости

2/ (X) б (У) для волновода с жесткой перегородкой 
2/ (X ) 6' (У) для волновода с мягкой перегородкой,

где через б обозначена б-функция Дирака.
Последняя задача решается методом, аналогичным изложенному 

в работе [2]. Выполняя соответственные вычисления, получим, что
амплитуды Лп =  {(Лп)г;^о— (Лп)с=о} нормальных волн рассеянного поля 
в волноводе с жесткими стенками являются решением бесконечной 
системы алгебраических уравнений

оо г —гх/ а со
у .  {Ь № е. . ' ±  2а,м > Л'п +  la  У  , =  О,
n = О sin (v.na) (8)

m=0
где

M + ,  = 8 / 2
a20m (*f -  & )

|_2 2  ̂ f  ( V 2 x )  cos {Imx) cos ( h x )  d x ,
0

a
—

m (*? -  &>
f  { V 2 x )  ( i ,+m sin (|,_ m x )  +  l i - m  sin (5г-н„ж)} d x .



Р а с с е я н и е  н а  п е р и о д и ч е с к и  н е р о в н о й  п о в е р х н о с т и 445

( -  i ) V
2

sin (к па)

при %п =  & 

при Х п ф Ь ,

2 при 1 =  0 

1 при l=j= О
1 при /г =  I 

О при п =f= I.

В формуле (8) верхний знак соответствует волноводу, закрытому 
жесткой перегородкой; нижний знак — волноводу, закрытому подат­
ливой перегородкой.

Аналогично для амплитуд В п =  {(#nk * o — {В п)^=о} нормальных волн 
рассеянного поля в волноводе с податливыми стенками получим сле­
дующую систему алгебраических уравнений:

со со

где

N t i  -

3  2
n=L 11 11 m=1

_ а
о \ /  ( V ^ x )  sin (£жх) sill (|,ж) Ас,

в* И  - m О
а

Л т.г =  --- „ ■ 84 -2--~ \  7  ( V 2 х )  {i(+mSin (|(_ж * )  — h - m  Sin (Ь+т Х)} dx .
а~ — Ът) -

Выбор знаков в формуле (9) производится по тому же правилу, что и 
в формуле (8).

Можно показать, что система уравнений (8) и (9) удовлетворяет 
условию Коха [8), поэтому решение удобно искать численно редук­
ционным методом [4]. Подставляя полученные решения Л п и В п в 
формулу (7), получим амплитуды В п спектров, рассеянного поля, обус­
ловленного малым отклонением неровной поверхности от пилообразной 
поверхности.

Численные расчеты рассеянного поля были выполнены для частного 
случая г  =  1, ka =  V~2n и £ ( X )  =  Ьcos Ц (1 X  У~2 ]. В этом случае ну­
левое приближение Р 0 имеет вид:

Л  (* . у) = I
i

2 COS (£1 #) COS (£].?/) для волновода, имеющего жесткие стенки 
г'2 sin (Ецж) sin (£,?/) для волновода, имеющего мягкие стенки.

Полученные в первом приближении метода малых возмущений ве­
личины I В п / 2  (kb) | — приведенные амплитуды спектров рассеянного
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поли, обусловленного малым отклонением неровной поверхности от 
пилообразной поверхности, представлены в виде графиков на фиг. 3 и 4. 
Эти графики показывают, что при выбранной форме неровности в рас­
сеянном иоле отсутствуют некоторые спектры. Это обусловлено тем, что 
в направлении этих спектров взаимно компенсируется действие поверх­
ностных источников, учитывающих влияние малых неровностей.
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