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МЕТОД САМОСОГЛАСОВАННОГО НОЛЯ В ПРИМЕНЕНИИ 
К РАСЧЕТУ ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

МИ КРОНЕОДПОРОДНЫХ СРЕД

И .  А .  Ч абан

Метод самосогласованного поля применен к расчету эффективных 
упругих параметров и эффективной плотности микронсодпородных упру­
гих сред (твердых, жидких или газообразных). Выведены общие фор­
мулы, связывающие значения эффективных параметров с коэффициен­
тами поля, рассеянного на одиночном включении при падении плоской 
волны.

В целом ряде практических задач современной акустики приходится 
иметь -дело с распространением звука в так называемых микронеоднород- 
НЫХ средах. Микронеоднородными называются неоднородные среды, со­
ставленные из содержащей среды и включений, причем размеры включе­
ний и расстояние между включениями малы по сравнению с длиной 
волны, распространяющейся в неоднородной среде. Если интересоваться 
полями, усредненными но областям, малым по сравнению с длиной вол­
ны, но содержащим большое число включений, то такие среды .можно 
рассматривать как однородные с некоторыми эффективными значениями 
параметров.

Расчету эффективных упругих параметров и эффективной плотности 
микроиеоднородных сред посвящено большое число работ. Для жидких 
содержащих сред существуют формулы для эффективных параметров как 
в статическом случае [1], так и в том случае, когда включения являются 
резонаторами (газовые пузырьки в жидкости) [2, 3]. Аналогично обстоит 
дело в водоподобных средах (среды с модулем сдвига, малым по сравне­
нию с модулем всестороннего сжатия) [4]. В работе [5] получены выра­
жения для эффективных параметров для произвольной упругой среды 
с точностью до членов, лилейных по относительному объему, занятому 
включениями. В работах [6, 7] рассчитаны эффективные упругие пара­
метры пористой среды. В работе [8] предлагается способ расчета эффек­
тивных параметров, позволяющий учесть потери на внутреннее трение, 
тепловые потери, связанные с включениями, и рассеяние на включениях. 
Там же в принципе показано, как можпо учесть эффект -многократного 
рассеяния. Во всех работах, перечисленных выше, расчет эффективных 
параметров проводится методом Лагранжа или методами, к нему сводя­
щимися. Метод Лагранжа заключается в написании функции Лагранжа 
с учетом внутренних степеней свободы, т. е. с учетом движения включе- . 
и и ii относительно содержащей среды, после чего эффективные параметры 
легко выражаются через коэффициенты при различных слагаемых.

Имеется ряд работ [9—13], в которых эффективные упругие пара­
метры и плотность рассчитываются другим методом, а именно, методом 
самосогласованного поля. В работе [13] в отлично от работ [9—12] рас-
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чет производится с помощью разложения поля, рассеянного на одном сфе­
рическом включении по сферическим функциям относительно цептра дру­
гого включения. Расчет оказывается настолько громоздким, что оконча­
тельные результаты можно получить лишь ib некоторых простейших слу­
чаях. Работы [9—13] содержат принципиальные ошибки, а разработка 
указанного метода в них не доводится до конца. В связи -с этим в настоя­
щей статье разрабатывается и последовательно излагается метод само­
согласованного поля в применении к расчету эффективных упругих пара­
метров и эффективной плотности для произвольной упругой микронеодпо- 
родной среды (твердой, жидкой или газообразной), выводятся общие 
формулы, связывающие значения эффективных параметров с коэффициен­
тами поля, рассеянного на одиночном включении при падении плоской 
волны.

В настоящей работе будут рассматриваться 1микронеоднородные среды 
со случайно расположенными включениями. В случае регулярного рас­
положения включений возникают некоторые усложнения, связанные 
с возможной анизотропией такой среды; однако излагаемый метод легко 
переносится и на этот случай. Если включения имеют сферическую фор­
му, то полученные формулы для эффективных параметров оказываются 
справедливыми и для регулярного расположения включений. Мы будем 
считать относительный объем, занятый включениями Ф, малым по срав­
нению с единицей.

Отличие параметров микронеодиородной среды от параметров содер­
жащей среды можно трактовать как результат рассеяния волны на вклю­
чениях. Поле, рассеянное на включениях, складывается из двух частей: 
когерентной и некогерентной. Некогерентная часть рассеяния связана 
с флюктуациями числа включений в равных объемах, малых но сравнению 
с длипой волны, но содержащих большое число включений, и аналогична, 
например, «молекулярному рассеянию света в прозрачных средах. Роль 
этой части рассеяния, рассмотренной в работе [14], сводится к тому, что 
регулярная волна по мере распространения будет постепенно затухать. 
Нас будет интересовать в дальнейшем лишь когерентная часть рассеяния.

Пусть на микронеоднородную среду, занимающую полупространство 
z >  0, падает из полупространства z <  0, занятого содержащей средой, 
плоская волна. Мы будем интересоваться в полупространстве, занятом 
микронеодиородной средой, полями, усредненными по областям //, малым 
по сравнению с длиной волны, но содержащим большое число включений. 
Такое усреднение эквивалентно усреднению поля в некоторой точке по 
совокупности расположений «включений относительно этой точки. Это 
усреднение в эксперименте происходит автоматически, например, если 
мембрана микрофона много больше средпего расстояния «между включе­
ниями. При такой постановке задачи очевидно, что усредненное ноле мо­
жет зависеть только от z.

Найдем уравнение, которому будет удовлетворять усредненное ноле.
Поле в некоторой точке внутри микронеодиородной среды мы будем 

обозначать через <р (М). Под ф в случае жидких сред мы будем понимать 
давление, а в случае твердых сред либо скалярный потенциал смещения 
для продольной падающей волны и соответствующую проекцию вектор­
ного потенциала смещения для поперечной падающей волны, либо соот­
ветствующие компоненты тензора напряжений. Поле ф (М) складывается 
из поля первоначальной падающей волны фо(Л/) и суммы полей, рас­
сеянных от всех. включений *.

ф { М ) =  фо (М) +  2  ф^пс (М). (1)
п

в
* Заметим, что в твердой среде при падении на включение продольной (попе­

речной) волны образуются как продольные, так и поперечные волны. Однако попе­
речные (продольные) волны, складываясь, дают нуль (15].
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Здесь флгп (М) обозначает поле в точке М, рассеянное п-м включе­
нием, которое мы пока считаем точечным и расположенным в точке мп- 
Суммирование распространяется па все включения в рассматриваемом 
нами объеме V. Рассмотрим отдельное включение. Поле, падающее на 
него и создающее рассеянное поле, равно полю ср (М) за вычетом соб­
ственного поля, т. е. поля, рассеянного самим рассматриваемым включе­
нием

фпад(^)— фо(Л/) +  2  Ф^п (^Ю— Фсоб- (2)
п

Формулы (1) и (2) дают точные значения поля. Нас же интересуют 
поля, усредненные по областям Н. Усреднение по областям II  будем обо­
значать чертой сверху. После усрсдпения формулы (1), (2) примут вид:

ф (М )= ф 0(Л /)+  (1а)
п

фпад(Л )̂ =  фо(Л )̂ +  ^!фмп (М) — фсоб. (2а)
п

Рассмотрим фмп (М). Вместо того, чтобы проводить усреднение по поло­
жениям точки наблюдения, можно усреднить эту величину по положе­
ниям п -го рассеивателя. Когда точка наблюдения занимает всевозможные 
положения в области Ж (через II) будем обозначать также объем этой 
области), п-е включение пробегает все положения в области Ж п*. Падаю­
щее па п-й рассеиватель поле должно при этом считаться всюду в Ж п* 
равным точному значению падающего поля в том мосте, где в действи­
тельности расположен этот рассеиватель. Каждому рассеивателю N в об­
ласти V  соответствует своя область Ж н*, по которой происходит усредне­
ние, той же величины и формы, что и область 77; области Ж перекры­
ваются. Разобьем каждую из областей Ж n* на равновеликие области d, 
содержащие каждая одно включение. Каждое включение принадлежит 
в среднем Ж /  d таким областям. Будем обозначать через dnN область (I 
содержащую п-е включение, полученную при разбиении области Ж jv* 
на области d. Сумму, входящую в формулы (1а) и (2а), можно разбить 
на слагаемые вида

$ (M)dV.
, N

Для данного пу N  пробегает значения от 1 до Я  / d. Все эти рассеиватели 
N  образуют односвязную область Ж**, равную по величине области Ж.

Мы можем произвести следующее усреднение, не изменяющее величи­
ну суммы 2ф а?п [М): будем считать, что все эти рассеиватели при поме-

п
щении пх на место я-го рассеивателя рассеивают одинаково. Мы считаем, 
таким образом, что рассеянное поле создается усредненным по Ж "  пада­
ющим полем. Тогда все фмп (М) при различных N из Ж** представляют 
собой тождественно совпадающие функции расстояния между включени­
ем и точкой наблюдения. Усредненные таким образом значения рассеян­
ных полей мы будем обозначать через ф К  (М).

Сумму (3) можно преобразовать следующим образом:
Г рас 1 Vi С ~рас 1
i Ф (M)dv =  —  2j  )  Фмп (M)dV =  —
i *  N  d Nп п

В последнем интеграле интегрирование ведется но положению рассеива­
теля в области d усредпенной формы (сфера). Несколько изменяя форму

г — рас
Фмп (M)dV. (4)

d
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области d мы будем совершать ошибку порядка s /  X, где s — среднее рас­
стояние между включениями, X — длина волны в содержащей среде. С та­
кой точностью d можно считать ячейкой, соответствующей п-му рас­
сеивателю при некотором конкретном разбиении всего пространства на 
области d. Тогда формулу (1а) можно переписать в виде

Ф\ м )  =  фо (М) +  - 1  $ фм- (М) dV'. (16)
а  V

Для получения падающего ноля в какой-либо ячейке нужно из суммы 
(1а) исключить слагаемое, соответствующее включению, находящемуся 
в этой ячейке. Выражение (2а) тогда примет вид

— 1 С ~рас 1 г ~ пясфпад’(Л/) =  фо(У|/) +  -  фм, ( M ) d F '- - T  (M)dV', (26)
a v  а  d

з ___
где d — сфера радиуса s^3Un с центром в точке М. Последнее слагаемое 
в формуле (26) с обратным знаком представляет собой усредненное соб­
ственное поле [16].

Величины фРf?(M) будем искать в виде

где Lo, Li, Z/2 — пока не известные коэффициенты, зависящие от вида 
включений, kj — волновое число в содержащей среде, г =
=  У (я — х ' ) 2 +  (у — у' ) 2 +  (z — z ' ) 2 — расстояние /между точками М  и 
М'. Зависимость от времени здесь и в дальнейшем принята в виде еш . 
Выражение (5), вообще говоря, справедливо лишь для включений сфери­
ческой формы. Для таких включений, помещенных в твердую среду, все 
выписанные члены одного порядка по к\а, где а — радиус сферы, а чле­
ны, соответствующие другим мультиполям, более высокого порядка мало­
сти. В случае жидкой содержащей среды первые два слагаемых одного 
порядка по к\а, а все члены, соответствующие более высоким мульти­
полям, более высокого порядка «малости [15]. Таким образом, как для 
твердой, так и для жидкой содержащей среды достаточно тех членов, ко­
торые учтены в формуле (5), в тех случаях, когда под ф понимается ком­
понента векторного потенциала />о =  0. Если включения не имеют сфери­
ческой формулы, но в выражении для рассеянного поля можно ограни­
читься членами, содержащимися в формуле (5), то для таких включений 
будет справедливо все дальнейшее *.

Подставляя выражение (5) в формулу (16), заменяя d на s3 и учиты­
вая, что ф (М) зависит только от z, получим следующее уравнение для 
среднего ноля:

1 г С Г _ Г e ~ ik ,r  9  ( e ~ i k 'r \
<P(z) =  <po(zH-—  ) )  )  ф(2') { £ о---------------------------  +

s  , r Г  O Z  V

+  u
d2 

dz2
При r — 0 интеграл в этом уравнении имеет особенность. Эта особенность 
исключается, если учесть конечность размеров включений. Такой учет 
приводит к замене интеграла *

dx'dy'dz',

* Не представило бы принципиальной трудности обобщить расчет на тот слу­
чай, когда в рассеянном ноле нужно учитывать не только первые три мультиполя.
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где v — объем, равный объему включения, содержащий особую точку 
,- =  0. интегралом 1 /  — Фпад(M') \dV\  где фвн(Л/')| — поле

• V

внутри включения, усредненное но всем включениям, содержащимся в Ж. 
Фактически нас интересует не действительное среднее поле, а_ среднее
поле в содержащей среде; тогда мы должны считать фВн(АО =  фпадОЮ- 
Таким образом, под V в формуле (6) нужно понимать объем, занятый 
микронеоднородной средой, за исключением малого объема в начале коор­
динат. Соответственно и в выражении для среднего собственного поля 
нужно исключить из объема d объем, равный объему включения и содер­
жащий точку М.

Перейдем теперь к выводу общих формул для эффективных парамет­
ров. Для этого подействуем па обе части формулы (6) оператором А +  /ч2. 
В результате получим следующее уравнение для <р [15]:

— *4 л —*
Дер +  А42ф =  — —  [ L 0 — г/еэфф/̂ ! — k t2L 2] ср.

Решением этого уравнения является плоская волна Ге"|,1»ФФг, где 
&эфф “  эффективное значение волнового числа, находимое из уравнения.

&эфф =  hi2 +  -pj- [Lq А̂:Эфф£-1 4 i2i y  > (7)

если известны коэффициенты Lo> £i
Вообще говоря, найти коэффициенты />о, Lu L2 для произвольной фор­

мы включения не представляется возможным. Для простейшего случая 
сферических включений, которым мы в дальнейшем н ограничимся, эти 
коэффициенты могут быть вычислены. Рассмотрим сферу с центром в точ­
ке х \  у',  z'. Центр сферы будем считать за начало сферической системы 
координат (/*, 0, ср) с полярной осью, ориентированной вдоль направления 
первичной падающей волны. Напишем граничные условия на поверхно­
сти этой сферы и будем искать поле, рассеянное сферой, в виде разло­
жения но сферическим функциям. Соответствующим образом мы должны 
разложить и падающее ноле. Пусть ф(.г, //, z) — поле в некоторой точке 
(0, ф) на сфере. Разложим функцию ц>(х, у, z) =  ф(а/ -f- a sin 0 cos ф, 
у'  +  a sin 0 sin ф, z' +  a cos 0) в ряд Тейлора по величинам a sin 0 cos ф, 
a sin 0 sin ф, a cos 0. При этом мы будем выписывать лишь члены, содер­
жащие производные по z, т. к. все другие члены исчезают при усредне­
нии, которое будет проведено в дальнейшем. Разложение имеет вид

<р(х, ! / ,z )=cp(x/, y ' , z a cos 0 +
. V ' ,  У=у\ 2 = 2 '

a2 cos2 0 +  . . .

После несложных преобразований это разложение можно представить 
в следующей форме:

ф (* . I/. 2 ) =  У'> z ')  +  q

df )

1 /
6 V dz2 /*=*', у=!/ ,  2=г- 

1 ( д3<р \

а2 +  . .

+  I ( 1 ® +  7 7с ( ] а?
O Z  /  Х = х ' ,  у = у ’ , г = г '  1 U  \  OZ6  /  Х— Х ',  ? / = ? / ' ,  2 = z '

]pe(cos0) +

Р1 (cos0) +

+ [4Рd z 2 / *=*', y = y ' t z = z '  

4- \  O Z '  j x=x\ y=y', 2=2'

a2 +

P2(cos0) +  .

355



где Р 0, Pi, Рг — полиномы Лежандра нулевого, первого и второго порядка.
Усредним теперь величины, стоящие в граничных -условиях, но всем 

включениям в области Ж (0, ср остаются фиксированными). Для рассеян­
ного поля получим тогда выражение (5), но в иной форме

фм*с (М) =  ik\ ki2L2 f̂e0(&ia)Po(cos 0) +

-(- iLiki2hi (kid) ( c o s  0) — — ik^L2h2(kid)P2 (cos 0) + • • • " W o ,
где ho(kia), hi (Ida), hz(kia) — сферические функции Ханкеля пулевого, 
первого и второго порядка. Поле ср (x ,y ,z ) ,  усредненное таким образом, 
будет

2=2

& Ф \ 
dz2 )

1 / д3ф '■
) а10 V dz3 ,W

1 (  д4ср ) ,

Z=2
cos 0) +

Pi (cos 0)-f

P 2 (COS 0) 4" . • • ,

где ср, (дц> I dz) и т. д. — соответственные величины, усредненные по обла­
сти II. Для дальнейших преобразований воспользуемся соотношениями:

Т огда

д3
4- у——  Jfdx'dy'dz' =  — i/̂ эффф (z) 1

dz2 \ г 
4 л ihi
S3 А*фф -

<f>(x,y,z)= Г / о ( М - 3;/1(Ача)/Мсо8 0) ( 4 )  — 77=777
L dz  ■ 2 = 2 ' — ifci<p(z )

+

4-5/2(к{й)Р2(cos0 )4 - .. . (8)
где /o(&ia),yi(/cifl), j2(lda) — сферические функции Бесселя нулевого, пер­
вого и второго порядка. Полное поле отличается от падающего поля на 
величину собственного поля фсоб, т. е. поля, создаваемого рассматриваемой 
сферой на ее поверхности и действующего на эту сферу. Собственное поле 
определяется выражением

/V/
Фсоб =  [ — i k i ( U  —  7з*12£ 2)/о( М Р 0( со8 0) + i W / i ( M

Pi (cos 0) — 2lzikizL2j2(kid)P2(Q,os 0) 4- • • • ]ф(2') . (9)

В случае жидкой содержащей среды средняя радиальная скорость йг 
в падающем поле получается дифференцированием выражения (9) и 
умпожепием па соответствующие параметры содержащей среды, а также
заменой фСоб «а (&г)соб. Аналогичные операции нужно выполнить при 
написании граничных условий в случае твердой содержащей среды. За­
метим, что учет собственных полей важен лишь для включений в виде 
резонаторов (резонансные пузырьки в воде, полоски в резине и так да­
лее). Во всех других случаях он дает лишь малую поправку.
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Коэффициенты Г0, Г2, полученные при помощи выражения (9), долж­
ны совпадать с коэффициентами Го, Г2, которые получились бы, если бы 
в качестве падающего поля мы использовали падающую волну фо(я) за 
вычетом собственного поля. Коэффициент же Li будет отличен от и ока­
зывается равным

£  __ £  _____&эфф/
1 ~  2 1 — (4 n /s8) ( i Q k i ) '

Действительно, если бы дипольное .слагаемое в выражении (8) имело бы 
вид — 3iji(kir)Pi(cos 0) ? то существовало бы равенство L\ =  Li\ однако, 
поскольку в формуле (7) в дипольном слагаемом есть множитель 
Аэфф /  * i[ l +  (4л /  s3) (iLi / А3фф)], то Li =  Г^Аэфф / At) [1 +  (4л /  s3) X 
X (iLi / АЭфф) ]. Отсюда получаем выражение для Li. Подставляя в фор­
мулу (7) вместо Г0, L i, Г2 их выражения через Го, Ti, Гг, получим для 
Аэфф2 следующее выражение:

4 л  iLi ]

Для нахождения эффективной плотности напишем выражение для ско­
рости частиц, усредненной но содержащей среде. (Эта скорость отлична 
от скорости частиц в среднем поле.) В случае жидкой содержащей среды

_ _ _ _ _  1 Зср  АЭфф Г  ( 4я iLi
кopi dz copi L s3 Аэфф

где pi — плотность содержащей среды. Подставляя выражение для Ti, по­
лучим и =  сЭфф / р1{ф / [1 — (4л / s3) (гГ1 / Ai) ]}, где сЭфф — эффективная 
скорость звука. Отсюда для эффективной плотности р Эфф получим следую­
щее выражение:

[ 4л i L i ' 
Рэфф =  P i[.l — —3

Аналогичное выражение для рэфф получается и в случае твердой содер­
жащей среды.

С помощью формул (10) и (11) мы получим для эффективного упру­
гого модуля ГЭфф следующее выражение:

Ех
1 + 4 л А 3 (Го/At3- Г 2) ’

где Ei — упругий модуль содержащей среды. Под упругим модулем мы 
понимаем модуль всестороннего сжатия в случае жидкой содержащей 
среды, X +  2ц для продольной падающей волны и р для поперечной па­
дающей волны в случае твердой содержащей среды (Я, р — параметры 
Ламэ). Если бы в фм,с (М) входили более высокие мультиполи, то рЭфф 
выражалось бы через все нечетные коэффициенты Ti, Гз, Г5. . . ,  а Гэфф — 
через все четные коэффициенты Го, Гг, Га . . .  .

Таким образом, можно предложить следующую формальную схему 
расчета эффективных параметров микронеоднородных сред: находим поле, 
рассеянное одиночным включением, считая поле, падающее на него, 
равным первичному падающему полю за вычетом собственного ноля; пред­
ставляем рассеянное поле в виде

и наконец, подставляя Г0, Г 1, Г2 в формулы (11) и (12), получаем зна­
чения эффективных параметров. Заметим, что в рамках этой формальной

3 5 7



схемы собственное иоле мы должны принять в виде
sin к{г

Ы -------------- г  L i  —г dz -
д / e~ih'T

+  Е 2
д2 / е ~ ^ г \1

ф о ^ 1)

Для включений сложной формы рассчитать коэффициенты L  нс удает­
ся. Однако если экспериментально определить, путем изучения характе­
ристик направленности, коэффициенты поля, рассеянного на одиночном 
включении при падении плоской волны, то подставляя эти коэффициенты 
в формулы (11) и (12) (или формулы, выведенные с учетом L  с более 
высокими номерами), мы сразу получим значения эффективных пара 
метров микронсодпородной среды (считаем включения не резонансным, 
и по принимаем поэтому и расчет собственные поля).
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