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РАСП РО СТРАН ЕН И Е И З ГИ Б Н Ы Х  В О ЛН  ПО НЕОДНОРОДНОЙ 
П Л А С ТИ Н Е  С П Л А В Н О  ИЗМ ЕНЯЮ Щ ИМ ИСЯ П АРАМ ЕТРАМ И

Рассматривается задача о распространении изгибпых воли в пла­
стике, параметры которой являются медлеппо изменяющимися функ­
циями одной координаты. В качестве примера рассматривается задача 
о прохождении и отражении синусоидальной изгибной волны через неод­
нородный участок пластины.

Распространение изгибпых воли по неоднородным пластинам и стерж­
ням имеет но сравнению с распространением звука в неоднородной среде 
ряд специфических особенностей, вытекающих из природы явления.

Изгибиые колебания в отличие от акустических описываются уравне­
нием 4-го порядка. Ввиду этого решение задач об изгибных колебаниях 
пластин сопряжено с дополнительными математическими трудностями по 
сравнению с соответствующими акустическими задачами. Особенно это 
относится к неоднородным пластинам. Так, например, метод ВКБ, даю­
щий приближенное решение уравнения Гельмгольца в слабо неоднородной 
акустической среде, не может быть непосредственно перенесен на случай 
изгибных колебаний пластин с плавно меняющимися параметрами. Поэто­
му в настоящей статье рассматривается приближенный метод решения за­
дачи о колебаниях слабо неоднородной пластины, являющийся по суще­
ству, обобщением метода В К Б на случай изгибных колебаний.

Рассмотрим бесконечную пластину (или стержень), параметры кото­
рой —  цилиндрическая жесткость D { x )  =  E { x ) h 3(x) / 12 [1 —  о2(х) ] и

4_______________
волновое число изгибных волн к{х )  =  f p (.£)&(#)со2/П {х )  являются на 
некотором участке пластины x i  <  х  <  х г непрерывными функциями од­
ной координаты х. Здесь h ( x ) —  толщина, р(х), Е ( х ) ,  о (х )  —  плотность, 
модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала соответственно; со —  
круговая частота. Полагая для простоты, что изгибные волны распростра­
няются параллельно оси х, можно написать следующие четыре соотноше­
ния, которые полностью описывают процесс изгиба пластины [1]:

Здесь W  —  смещение срединной поверхности пластины, перпендикулярное 
к ней, V  —  наклон срединной поверхности, М  —  изгибающий момент, 
F  —  перерезывающее усилие, ш трих означает дифференцирование по коор­
динате х. Для решения системы (1) вместо величин W, V, М  и F  введем 
новые функции Р и Р 2, Рз, Р\, связанные с последними соотношениями:

Легко показать, что детерминант преобразования (2) не равен нулю; 
поэтому оно является однозначным, а функции P t, Р 2, Рз и Р/к линейно не­
зависимы. Подставив выражения (2) в формулы (1) и выполнив соответ­

В . В . Т ю т е к и и , Л. Л . Ш к в а р и и к о в

V  =  W' ,  М  =  — D V ' ;  F  =  М',  — pMo2TF =  F'. (1)
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ствующие преобразования, мы получим систему четырех линейных урав­
нений 1-го порядка:

4 /

Р т  =  brnfaPm"Ь 2  a™<lPФ Щ —  1? 2, 3, 4, (3)
<?=1

где введены следующие обозначения:

6j =  62 =  —  i, 63 =  1, 64 =  — 1, ат т  —  (у  -j- 3[3) / 2 при т  =  1, 2, 3, 4,

«32 =  «21 —  «34 =  «43 =  Р /  2, «13 =  «24 =  «32 =  «41 =

=  (1 +  0 [ (v  +  2р) / 4]
« и  =  «23 =  «31 =  «41 =  (1  —  i )  [  ( Y  +  2 р )  / 4 ] .

Величины y  и (3, входящие в выражения (4), в свою очередь, имеют значе­
ния: у  =  D ' / D, р =  к ' I  к, так что

Y +  2р d1
4 dx

=  - — In (Z>/c2) ,
V +  Зр

2 ( 5 )

Решить систему (3) в общем случае не представляется возможным. 
Однако можно получить приближенное решение с любой степенью точно­
сти при условии:

| «т<? | << | к |. (6)
Функции amq(x) и к(х )  мы будем считать непрерывными и гладкими 

па отрезке xi  <  х  <  х’2, что означает отсутствие скачков параметров пла­
стины. Условие (О ), учитывая формулы (4) и (5), можно переписать сле­
дующим образом:

\ D ' / D \ ' < ^ \ k \ ,  \ к ' Щ < \ к \ .  (б ')

Условия (6')  имеют простой физический смысл: относительное изменение 
цилиндрической жесткости и волнового числа на расстояниях порядка 
длины волны должны быть малы. На основании условия (б) введем ма­
лый параметр следующим образом:

&mq / к =  sfmq (з?) , (7)

где е<§2 1, fmq{x) —  функции непрерывные и ограниченные на отрезке 
х\ <  х  <  Х2. Тогда система (3) принимает вид:

4
Р т  —  бт к { х ) Р т  +  гк (х )  2  tmq{x)Pq, т  =  1, 2, 3, 4. (8)

q= 1

Будем искать фундаментальную систему решений системы уравнений (8) 
в виде ряда по степеням -малого параметра е:

Рт =  2 . 4>mi{x)el т  =  1, 2, 3, 4. (9)
1=О

На основании теоремы о зависимости решения системы линейных урав­
нений от параметра [2] ряды (9) для значений |е|<1 на отрезке 
х\ <  х  <  x<i сходятся равномерно к фундаментальной системе решений для 
(8) при условии, что функции к(х )  и f mq{x) являются непрерывными и 
ограниченными на этом отрезке.

Подставляя ряды (9) в систему уравнений (8) и приравнивая члены 
порядка (г)°, получим

се

J bmk{z)dzt 
<*>m0 =  CmeVm Xi при m =  1, 4 

x 2 при m =  2, 3.
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Таким образом, функции Р т  в нулевом приближении имеют вид:
X X X  X
J  i k ( z ) d z  “  I  i к  ( z )  d z  J  к  (z ) d z  — J  к  ( z )  d z

P i° = C 1e?* , P 2* = C 2e  *» * Р|° =  С з ^  , P ^ = C Ae *  .(11)

Из последних выражений легко усмотреть физический смысл функ­
ций Р т . Действительно, полагая & =  const, получим, что в этом случае 
функция P i описывает изгибную синусоидальную волну, распространяю­
щуюся в положительном направлении осп х , функция Р2 —  такую же вол­
ну, но распространяющуюся в отрицательном направлении, а функции Рз 
и Р4 —  волны гиперболического типа, нарастающие в положительном и 
отрицательном направлениях оси х  соответственно. Существенным отли­
чием их от волн в однородной пластине является то, что последние удовле­
творяют уравнениям движения (1) каждая в отдельности, в то время как 
волны в неоднородной пластцне удовлетворяют этим уравнениям только в 
линейных комбинациях, выражаемых системой (2).

Решения (И )  системы (8) ,  полученные в нулевом приближении, ана­
логичны приближениям геометрической оптики. Это приближение описы­
вает распространение волн независимо друг от друга и не учитывает их 
взаимной трансформации. Для того чтобы учесть последнюю, необходимо, 
очевидно, рассмотреть следующие приближения. При этом следует счи­
тать, что волны типа P i и Р 4 распространяются слева направо, а волны Р 2 
и Рз —  справа налево, поэтому добавки к нулевому приближению должны 
обращаться в нуль для волн типа P i и Р4 на левой границе неоднород­
ной полосы, при х  =  Xiy а для волн типа Р2 и Рз —  на правой, при х  =  х 2. 
Из этих соображений выбирался нижний предел интегрирования при 
нахождении первого и следующих приближений.

Учитывая в системе (8) члены порядка е, получим систему уравнений, 
которая позволяет определить первую поправку к  нулевому приближению:

4
[ecomi( x ) ] '  —  6mk[e(omi(x) ]  =  2  efc/mgo)m0( z ) ; m =  1; 2, 3, 4,

откуда
9=1

x  t

I 8 *  Г 4 80)m, (x) =  eym \ I 2
Vm 9=1

1 - J  bjjJcdz
I e ym dt =

(12)

Таким же образом, учитывая в (8) члены порядка г1, можпо найти Z-e 
приближение через приближения более низких порядков. Здесь мы огра­
ничимся отысканием решения в первом приближении. Учитывая формулы 
(10), (И )  и (12), фундаментальную систему решений системы уравнений 
(8) можно записать с точностью до членов порядка е2 в следующем виде:

х X
k ( z ) d z  i \  к  ( z ) d z  *  г  *  \

P 1 =  C1e ** + e  ** \ 2  ai<ic qeV(i
i  u = i

j  —  J  ik{z)dzJ  V c ( z ) d z  1

”  J
dt

- 1 1  k ( z ) d z  - < J '  k ( z ) d z  *  4

P 2 =  C 2e *  +  e
\  2  a ~ q ^ (

t t
j* bQk ( z ) d z  +  J  i k ( z ) d z ^

eyq x*

(13)

x, 9=1
dt
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i
X X

\ 2 a3qcqe4 *• dt
t  U = i  J

t tt
X  4  Г bq k ( z ) d z  —  Г i k , ( z ) d z

x t  X

- I  k ( z ) d z  - l  к ( г ) .

P4 =  С ле Xi +  e Xi j *

Легко видеть, что при любом порядке приближения в решение системы 
войдут четыре произвольные постоянные Сту которые должны быть най­
дены из граничных условий при х  =  Xi\ х  —  х 2. Поскольку последние, как 
правило, выражаются через величины W , F , М  и F, являющиеся линейны­
ми комбинациями функций Р т , то граничные условия могут быть весьма 
просто выражены через эти функции.

Д ля  иллюстрации изложенного метода рассмотрим следующую задачу. 
Имеется бесконечная пластина, однородная при х  <  х\ ж х  >  х2. При 
x i <  х  <  х2 цилиндрическая жесткость D  (х) является непрерывной диф­
ференцируемой функцией х у а к —  const, причем |Z?'/Z?|^|A|. Пусть 
слева падает изгибная синусоидальная волна единичной амплитуды 
eik(x-xi)' Будем считать, что на границах неоднородной области х  —  х\ и 
х  =  х2 цилиндрическая жесткость и волновое число не испытывают скач­
ков, т. е. D ( x )  =  D i  при х  =\Xiy D (x )  =  D2 при x  =  x 2, к =  const при 
—  oo <  x  <  oo, где Di  —  цилиндрическая жесткость при x  ^  x iy D 2 —  
цилиндрическая жесткость при x  ^  x2.

В данном случае коэффициенты преобразования изгибпых волн при 
Xi  <  х  <  х 2 принимают следующие значения:

«  13 —  « 2 4  =  « 3 2  =  «41 =  (1 +  l ) y  /  4, at4 =  « 2 3  =  «31 =  « 4 2  =  (1 —  i)Y  /  4. 

Решение задачи будем искать в следующем виде:

Исходя из формул (13) и (14), можно полагать, что функции P i, Р2, 
Рз, P i при Xi  <  х  <  Х2 в нервом приближении имеют вид:

« 1 1  —  « 2 2  =  « 3 3  =  « 4 4  =  У / 2, « 1 2  =  « 2 1  =  « 3 4  =  « 4 3  =  0, (14)

W  =  P i  +  Р2 +  Рз +  P i  при Х \  <  X  <  Х 2у

W  =  «*<*-*> +  _(i при х  <  (15)

W  =  -j- В 2е~к('х~х^ •’ при о;

=  «*«-*.> [ ^ ( l - l l n +  С3Ф31 (X) +  С4Ф41 (* )] ,

(16)

где
X J  r q k d z  -  j  8 m k d z  *

flms («) e i'm (Й =  \ amq (t) eS<(89_S’")-*8gVq+*nfiVmdt.
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Легко показать, что граничные условия, заключающиеся в равенстве вели­
чин W t V , М  и F  по обе сторопы границ х  =  x i п  х  =  х2у в данном случае 
можно написать следующим образом:

P i )*=„ =  1, P i |*=*s =  В &*(**-“■), Рг |*=*. =  A ie -W * * ), Р2 |X= XJ =  0, 
(17)

Из граничных условий (17) находим псизвестпые постоянные:

Ct =  1, С2 =  С3 =  С, =  A t  =  0, А 2 =  (х {) ,
В2 =  е—л(**-зс,>ф14 (а;2).

Полученные результаты можно трактовать следующим образом. Падаю­
щая волна в неоднородной части пластины «расщепляется» па волны типа 
Рз и Р/,; при этом волна типа Р2, ввиду равенства нулю соответствующего 
коэффициента преобразования, не возникает. Поскольку на границах 
х  —  Xi и х  =  х2 отсутствуют скачки параметров пластины к (х) и D { x ) ,  
волпы Рз и Р4, образовавшиеся при х\ <  х  <  х2, непрерывно переходят в 
волны А 2ек(х~х•> при В 2е_,{<х" Хз) при х  >  х 2 соответственно. Пер­
вое приближение не учитывает вторичного «расщепления» возникших 
волн типа Рз и Р/„ поэтому волна типа Р2 и  коэффициент отражения А\ в 
этом приближении равны нулю. Во втором и более высоких порядках 
приближения волна типа Р2 появится в результате «расщепления» воли 
гиперболического типа Рз и Р/к, но амплитуда ее будет иметь порядок е2 по 
отношению к  амплитуде падающей волны.

В некоторых случаях систему четырех линейных уравнений (8) отно­
сительно функций P i, Рг, Рз и P/t удобно сводить к системе трех нели­
нейных уравнений относительно коэффициентов отражепия. Определим 
«коэффициенты отражения» изгибпых волн в неоднородной пластине 
следующим образом: i;2 =  P 2/P i, v3 =  Р3/Р1, v/k =  P J P i . Подставляя 
эти выражения в систему (8) и учитывая, что vm'  =  {Р\Рт '  —  Р т Р /) / P i2, 
получим следующую систему уравнений для коэффициентов отражения 
пзгибных волн в неоднородной пластине:

х . х
2i$ k ( z ) d z  2i J k ( z ) d z

[v2e ] ' =  ek [f2l + / 23У3 +  /24̂4- / 13̂ 2 —  /14*4*2 —  f i 2V22]e **
X

< i - l )  j  k(z) d z

[v3e * ] ' =
X

(1- 1) j  f t ( z ) d 2
=  ek [/31 - f  f S2v2 +  f 3iVi —  f 12v2v3 —  fuv^vs —  /13г>32] e *« ,

X

(1+ i )  f  к  ( z )  d z

[г;4е ] ' =  (19)
X

(1 + * )  j  fc (2) d z

=  ък  [/41 +  /42^2 +  /43^3 —  / 12^2^4 —  —  /l4v 4̂ ] 6 X‘

Здесь, как и прежде, zkfmn =  Отп, а е —  малый параметр. Следует отме­
тить, что при у =  —  2(5 коэффициенты преобразования волн гармониче­
ского типа P i и Рг в волны гиперболического типа и обратно равны нулю. 
Каждая пара волн типов P i и Р2, а также Рз и Р4 существует в неоднород­
ной пластине независимо друг от друга, и взаимное преобразование 
происходит только внутри каждой пары. Процесс распространения волн 
гармонического типа в этом случае аналогичен распространению акустиче­
ских волн в неоднородной среде, поэтому первое уравнение системы (19)

474



переходит в уравнение Риккатп для акустического коэффициента отраже­
ния [3].

В случае слабо неоднородной среды систему (19) можно приближенно 
решать известным методом последовательных приближений Пикара —  
Линделёфа. Из общих критериев сходимости этого метода последователь­
ность приближений будет сходиться к точному решению при условии, что 
функции к (х)  и fm п(х) являются ограниченными и непрерывными на от­
резке Xi <  х  <  х'2 [4J. С физической точки зрения, как уже указывалось 
выше, непрерывность функций Jmn(x) означает плавность изменения ци­
линдрической жесткости и волнового числа на отрезке xi  <  х  <  х 2.

В качестве примера рассмотрим сформулированную выше задачу в тер­
минах коэффициентов отражения. Граничные условия (17) для этих коэф­
фициентов принимают вид:

vz |*=*. = V.’, х=х, =  ^  (20а)
-bi

Vl \х—х2 Vz ,х=х>. V k  х - х ,  =  0. (206)

Считая 6 ^ 1  и пренебрегая в уравнениях (19) правой частью, мы полу­
чаем в нулевом приближении

*;2о =  из0 =  Vi0 =  о. (21)

Это соответствует приближению геометрической оптики, в котором, как из­
вестно, волны распространяются в неоднородной среде без отражепня. Ис­
пользуя формулы (19) и (21), получаем первое приближение для коэффи­
циентов отражения:

Ж X
у2(1) =  о, 1>з(1) =  eV-W* jj dzie^-W1 dt; у4<1> =  e~ ^ hx$ а,л е ^ м dt. (22)

х г Xi

Нижние пределы интегрирования в выражениях (22) выбраны в соответ­
ствии с граничными условиями (206). Из гранпчпых условий (20а) нахо­
дим постоянные, определяющие поле отраженных волн в однородной части 
пластины:

А 1 =  0, А 2 =  В2/В { =  Ф 14(*2). (23)

Сравнивая результаты (23) и (18), можно сделать заключение, что пер­
вое приближение метода Пикара —  Линделёфа при решении системы 
уравнений для коэффициентов отражения дает результаты, аналогичные 
получаемым при решении в первом приближении системы уравнений отно­
сительно функций Р т  методом ВКБ.
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