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Райсс был развит метод, позволяющий вычислить эффективные упру­
гие параметры и эффективную плотность микронеоднородпой среды по 
коэффициентам поля, рассеянного на одиночном включении при паде­
нии плоской волны. В настоящей работе этот метод продемонстрирован 
на конкретных примерах. Рассмотрен случай жидких или газообразных 
включений в жидкой среде, случай произвольных включений (твердых, 
жидких, газообразных включений, а также пустых полостей) а твердой 
среде, случай резонансных полостей и резонансных тяжелых включений 
в среде с малым модулем сдвига.

В работе [1] был развит .метод, позволяющий вычислить эффективные 
упругие параметры и эффективную плотность микронеоднородпой среды 
по амплитудным коэффициентам Lo, L i, /,2 монопольной, дипольной и квад- 
рупольной составляющей поля, рассеянного на одиночном включении при 
падении плоской волны. В настоящей статье этот метод будет продемонст­
рирован в ряде конкретных примеров для случая одинаковых сферических 
включений. Для таких включений задачу о дифракции на одиночном 
включении удается решить приближенно с достаточной точностью до 
конца.

Ниже рассмотрены две группы задач: 1) нахождение эффективных па­
раметров в жидкой содержащей среде с жидкими или газообразными вклю­
чениями; 2) нахождение эффективных параметров в твердой содержащей 
среде с твердыми, жидкими или газообразными включениями или включе­
ниями в виде пустых полостей. Радиус включений обозначим через а, сред­
нее расстояние между ними — через .9 и их объемную концентрацию — 
через Ф.

1. Пусть все пространство занято жидкой средой с параметрами pi, Рь 
а в полупространстве 2 >  0 эта среда содержит жидкие или газообразные 
одинаковые включения с параметрами рг, Р2, где р — плотность, р — сжи­
маемость. Параметрам содержащей среды здесь и в дальнейшем приписы­
вается индекс 1, а параметром включений — индекс 2. Найдем поле, рас­
сеянное одиночным включением с центром в точке М (х\  ?/, z') при 
падении на него плоской волны давления f>o(z) =  poe~ililZ за вычетом 
усредненного собственного поля, которое будем обозначать индексом «соб». 
Для жидких сред квадрупольной составляющей можно пренебречь, так что 
рассеянное поле будем искать в виде

ррасс — 1 Aho(kir) +  Bh\(klr)Pi (cos 0), (1)

а поле внутри включений в виде / - '

рвн =  CjQ(k2r) +  D ji(k2r )Pj(cos 0). (2)

В качестве падающего ноля давлений мы должны взять

Рнад =  [jo(kir) — 3i/i(*!/•)Р, (cos 6) ]роСО — Рсоб, (3)
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а в качестве падающего поля нормальных скоростей —

dU (к\г)
(ыг)пад - ± \ -®pi L dr -  3 i  P l  (C0S °) ] (Z') -  (“'>coC (4)

Здесь и в дальнейшем jn (kr) — сферическая функция Бесселя п-го по­
рядка, hn(kr) — сферическая функция Хаикеля 2-го рода п-го порядка. 
Рп (cos 0) — полином Лежандра «-го порядка, г — расстояние от центра 
рассматриваемого сферического включения до точки наблюдения. Гранич­
ные условия, заключающиеся в равенстве давлений и нормальных скоро­
стей на поверхности включения, запишутся следующим образом:

\Afio (кха) +  Bhx (кха) Р х (cos 0) —  Cj0 (к2а) —  Dj\ (к2а).

1 -  >
Pi (cos 0) =  — / 0 (/с,a) +  3ij\ (кга) P x (cos 0) +

Po (z9) V об *) (•>)

где

dh„ (^a) , B dh, (JCla) p  _  c  Pi (M )  __
da T ' da U  '  p2 da

p  i (c o s 9 )_
p2 da 4 7

_ ^ + 3 ( ^ P i(co s e )_ ! ^

Рсоб =  [ И/о (M )  +  # / i  (*1«) Л  (cos 0)] po (z'),

A d>°]*■“ >' 4  в  P lfoo , 8)1 ffilfil) ,
da da 'J  copx

(6)

(Mr)co6 —

( ? )

(8)

/с,я мало по сравнению c 1, что следует из определения микронсодпо- 
родной среды (А'Эфф*?<^1) при Ф ~>0. Предположим также, что /c2a<§Jl. 
Используя эти неравенства, из (5), (6) найдем коэффициенты Л и В.

л  -  -  ■з

В  =  -  ( М )
з — Р1/Р2 

2 +  Р1/Р2

(9)

(10)

1  f  згде о)() =  —  | /  — -̂-----резонансная частота включения. В соответствии
а у  р1р2

/ • V

с [1] для коэффициентов L0, Z b L2 получаются следующие выраже­
ния:

Ln = J _  7. 2a3 * P g /P l
~  3 1 — со2/(о02

Z, =  iA^a3 1 — Р1/Р2

2 +  Р1/Р2
i 9 =  0.

Наконец, подставляя эти зпачения L  в формулы (11), (12) работы [1], 
получим следующие выражения для эффективной плотности и эффек­
тивной сжимаемо с т и:

Рг — Pi 
t-piр * * “ * [ 1 +  3 ф -§ 1 й

^  = ̂ [1+ фг ^ ^ - ]

(И )

( 12)
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Если сжимаемости Pi и Ра одного порядка, либо Рг <  Рь то согласно 
определению микронеоднородной среды (Аэфф̂ ^  1), в этом случае членом 
со2 /б)о2 можно пренебречь по сравнению с 1. Тогда (12) запишется в виде

РэФФ =  pi (1 — Ф) +  РгФ,

что означает аддитивность сжимаемостей компонент микронеоднородной

Особый интерес представляет случай Р2 /  Pi 1 (газовые пузырьки 
в жидкости), когда аддитивность сжимаемостей компонент нарушается и 
появляется дисперсия сжимаемости. В этом случае при частотах порядка 
собственных частот пульсационных колебаний пузырьков формула (12) 
принимает вид

Заметим, что при со =  too РэФФ> а следовательно, и /сЭфф5 обращаются 
в бесконечность, т. е. при резонансе не выполняется условие АЭфф«<^1. 
Условие будет выполнено и при резонансе, если затухание резонансных 
колебаний пузырька достаточно велико. С учетом затухания (13) запи­
шется в следующем виде:

где в б входят потери, обусловленные вязкостью, теплопроводностью, по­
верхностным натяжением и так далее, но не входят потери на излучение 
одиночного резонатора. Для того, чтобы условие й;Эфф$<^1 выполнялось 
и на резонансной частоте, требуется, чтобы затухание б было бы много 
больше Ф'/з. Это эквивалентно требованию, чтобы поперечник рассеяния 
был бы много меньше среднего расстояния между включениями [2].

2. Для твердой содержащей среды достаточно рассмотреть только слу­
чай твердых включений: к жидким или газообразным включениям можно 
будет перейти, полагая модуль сдвига включений равным нулю, а к пус­
тым полостям — полагая дополнительно равной нулю плотность вклю­
чений.

Для нахождения обоих эффективных параметров Ламе необходимо рас­
смотреть отдельно случай продольной и поперечной волны в микронеодно­
родной среде. Будем считать вначале, что как включения, так и расстоя­
ния между включениями малы по сравнению с поперечной волной, так что 
ИэффЗ <  1. Тогда будет также /сЭфф-с <<  1; h a  1; ща <<  1. Если при этом 
еще и /с2Я<С 1, х>2 1, то никаких резонансных явлений на включениях 
пе возникает и можно пренебрегать собственным полем включений.

Пусть все пространство занято твердой средой с параметрами Ламе Хи 
№ и плотностью pi, а в полупространстве z >  О эта среда содержит твер­
дые включения с параметрами Яг, Цг, рг. Для продольной падающей волны 
с потепциалом <po(z) =  фов” 17,,г из граничных условий получаем следующие 
значения коэффициентов L:

среды.

1 —  0)2/С002 (13)

(14)

7  =  А. *1 +  7 з1Ч - Ь - 7 ащ ^ г 5
0 1 ЗЯ2 +  2ц2 +  A\ix j *■ 9 Е  ; (15)

E l =  —  -g- М 3 (1 —  р2/р,),I
(16)

=  "з (1 —
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где

Е =
6

(18)9 3?.! +  8ц.г 9*., +  l^H-i
“  Ц1 Pi Pi

Подставляя эти значения L  в формулы (11), (12) работы [1], получим 
следующие выражения для эффективной плотности и эффективного про­
дольного упругого модуля ЛЭфф +  2 рдфф:

В̂фф +  2рэфф =

Рафф =  Pi [ l  +  Ф — ! ) ]  »

^1 +  2^!

1 + Зф 1̂ +  Уз К1!   2̂ Уз P'2 I 12 ф  ( l  _  P l'lE
ф  3XZ +  2\i2 +  +  3 V  \1Х) Ь

(19)

■  ( 20)

Для поперечной падающей волны с векторным потенциалом А0 (z) — 
=  eyA0e~ix'z (еу — единичный вектор в направлении оси у) приведем
более подробный, чем в предыдущем случае, расчет коэффициентов L.

Разложение падающего поля по сферическим функциям имеет сле­
дующий вид:

Ao(2) =  ev [M < lU r ) -P C (r ) ] .

Рассеянное поле ищем в виде
со

фРасс =  ^  Arhn (h r ) Iem (0, ф),
n=l

Арас0 =  S  FnM i t (г) +  A „N ®W :
П=1

(21)

(22)

где фРасс и А расс — скалярный и векторный потенциалы смещения в рас­
сеянном поле. Здесь и в дальнейшем мы используем векторные волно­
вые функции LSri, Ма^п, Noтп- Векторные волновые функции выража­
ются через сферические угловые функции 1отп (0, ф) и сферические 
функции ] п (кг) =  / (1> (кг); hn(kr) =/№  (кг). Тот факт, что в волновой 
векторной функции стоит сферическая функция Бесселя, выражается 
индексом 1 вверху этой функции; индекс 3 соответствует функции Хан- 
келя 2-го рода. Угловая сферическая функция имеет вид:

Jотп (0» ф) f=  Рпт(COS G) sin ф а =  0 
cos ф о =  е,

где Pnm(cosO) — присоединенный полипом Лежандра. Приведем выраже­
ние для векторных волновых функций через угловые сферические функ­
ции и функции / п<а) [3].

L $ n (г) =  grad [ / ^  (0, <р) ./п(а» (кг)] =1

Р°1 тп (0, ф) 4 " ^ -  (А/-)] +  V n  (п +  1) В“ п(0, ф (кгу, (23)

M ^„(r) =  rot [г /спот(0, ф)/п(а> (кг)] =  V n (n  +  1)Сп(0. ф) /п(а) (кг). (24)

Nomn (Г) =  4  FOt MSJn (Г) =  П(П +  1) Р“ „•/„<“ ) (кг) +■(«) (а) (т*\ —

+  Vn(n +  l)B'mn± - j L  1г •/*<■> ( * г ) ] - (2 5 )



Ртпа, Втоист, Cmna — векторные угловые функции. С помощью (21), (22), 
используя (23) — (25), получим следующие выражения для вектора сме­
щения в рассеянном поле:

ц р асс =  g r a d  фрасс r o t  Д расС 

=  2  &ii4nLein(r) “Ь ^l^nNein(r) -f- XiArlMoin. (26)
n=l

Скалярный и векторный потенциалы смещения поля внутри включения 
будем искать в виде

со

Ф"Н =  2  Вп/п (k2r) Iет (0, ср),
П = 1

СО

А"“  -  s  PnM'lUO +  AnN'» (Г).

(27)

(28)
П = 1

Отсюда
со

« вн =  I ]  [к,ВпL '» ( r )  +  * A N &  +  н; Л„М“ (г).
П = 1

(29)

Для удобства при написании граничных условий введем вектор напря­
жении, действующих на площадку, перпендикулярную г.

Т, =  е гсгг +  СоЗ,.о +  е<рЗ Гф (30)
(ег, е0, е* — единичные векторы в направлении осей г, 0, ср; агг, сзге, 

— компоненты тензора напряжений). Тг через вектор смещения вы­
ражается следующим образом:

duTr =  Xer div и +  grad ur +  [х
dr

ДЛЯ U =  Lamn (»')

Tr =  ^  P'™ [ -  (*“ ) +  2?1 daa

Для u =  » C „  (r)

иг •ег иL—--- ------(X----- .Г Г (31)

г  fn (* « )]  +

/

- ~ / п а) (* а )] . (32)

4 / ' “ ’ м ]  • (33)

Для U  =  Nomii ( r )

Tr =  2\m (n +  1) —-  K n £  +  4  V n  (n +  1) + )

: B“m [ ^ / n (“ >M  + rr ri — 2
a- /n(e) (xa) (34)

Для векторов смещения (26), (29) с помощью этих формул легко полу-
чип» выражения для Т,расс и ТГ1Ш. Граничные условия имеют следующий
вид: иРасс +  и,,ад— ивн,Тгра<м’ +  Тг|,ад =  Тгин. Пользуясь ортогональностью
Pfnn» Втп» С?Ш1, получим для каждого п шесть уравнений для шести 
коэффициентов ЛПг Fn, Лп, Вп> Рп. Лп. Легко показать, что продоль­
ные волны от всех рассеивателей, складываясь, дают нуль, а также, 
что суммы .т-х и z-x  компонент векторного потенциала равны 
нулю [2]. Следовательно, эффективная волна является поперечной
с векторным потенциалом, направленным по оси у. Лурасс после вычисле­

н а



пия коэффициентов Fn, Лп приобретает следующий вид:
расе

5 хр
6 /С!' а* 1

Pi
Р2_\Е  /е - I X , ? '

Pi dz2 ^ о (г ') . (3 5 )

где / ? по-прежнему определяется формулой (18).

В выражении для 4̂урасс отброшено слагаемое
5 Xj2

а® 1
И-1 ) X

x E ^ -^ - i ------ )A 0(z,) > которое при суммировании по всем включениям
у

дает нуль. Таким образом для Г  получаем следующие выражения:
£ о = о ,

L 1 =

z 2 = - i ^ « 4 i6 ftx2 ^-V/7.
Hi /

Подставляя эти значения L в формулы (И ), (12) работы [1], получим 
следующие эффективные значения плотности и модуля сдвига:

9,эфф Pi 1 4- ф /Р2_

Рифф =

\Pl
Pi

i  ■

l  +  j -Ф ( l  -  Xl +  2|tl E 
2 V Hi 2 Pi

(36)

(37)

Как и должно быть, выражения для рэфф, полученные из рассмотрения
продольной и поперечной падающих волн, совпадают. С помощью (37) 
и (20) получаем следующее выражение для Х0,м,:

А.] +  2[хх
™эфф —

н -  з ф ^  ф (1
ЗХ2 -|- 2р2 ~\~ 4pt 3

____________________2pi________________

1 + * Ф  ( l  -  fe -) К  +  2>il Е  'Z \ p i  '  р х

И-1
Е

(38)

Предположим теперь, что малы все члены с Ф в выражениях для эффек­
тивных параметров. Тогда с точностью до линейных но Ф членов получим

Рэфф —  Мч 3 p i) Е  у (39)

э̂ФФ =  — ЗФ (X., +  2pi)
К  +  Iх1--- 2̂ з Р 2

+  _ ф  { X l  + 2 ^ ( 1

ЗХ2 +  2р2 +  4pi 

Р*
И*1

(4.0)

^1 +  " у "  --------- 2̂ 3 И2 (41)2 2
^ афф +  - з  Рэфф = Х 1 + у Р 1 -  З Ф  ( * *  +  2Р )  -6х2 _|_ 2 р 2 +  4 |*г

Формулы (39) — (41) (совпадающие с формулами, полученными в [4 ]) 
для ряда конкретных сред остаются справедливыми при меньших значе­
ниях Ф, чем формулы (37) — (38). Для случая жидких включений в твер-
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дой среде во всех полученных формулах надо положить цг =  0. Для твер­
дой среды с  полостями надо положить Яг =  Цг =  р2 =  0. .

Рассмотрим еще интересный случай микронеоднородной «водоподоб- 
ной» среды, т. е. среды с малым модулем сдвига ( ц /  Я< !̂ 1), с включения­
ми в виде резонансных полостей. Резонанс наступает, когда размеры поло­
стей оказываются порядка поперечной длины волны. Такую среду можно 
поэтому считать микронеоднородной лишь по отношению к продольной 
волне и говорить об эффективном упругом модуле и эффективной плотно 
сти лишь по отношению к продольной волне.

Так как задача о дифракции плоской волны на одиночной полости в 
водоподобной среде была решена М. А. Исаковичем и позднее в [5—7] г 
то для нахождения эффективных параметров достаточно коэффициенты, 
взятые из полученного выражения для рассеянного поля, подставить в 
формулы (11), (12) работы [1 ], сделав предварительно небольшие коррек­
тивы. Эти коррективы заключаются в следующем. В соответствии с фор­
мальной схемой расчета эффективных параметров, нужно знать поле, рас­
сеянное полостью при падении на нее не просто плоской первичной 
волны, а плоской первичной волны за вычетом собственного поля полости. 
Такой учет собственного поля приводит к тому, что исключаются потери, 
связанные с излучением,— совершенно аналогично случаю резонансных 
пузырьков в жидкости. Как и в случае резонансных пузырьков в жидкости 
при резонансной частоте, волна может распространяться лишь при наличии 
достаточно больших потерь в отдельной полости. Учет потерь можно прове­
сти путем введения комплексного модуля сдвига ц* =  ц(1 +  щ ), так как 
основные потери энергии приходятся на затухание поперечных колебаний. 
С учетом всех сказанных замечаний выражение для рассеянного поля за­
писывается следующим образом:

ф£г* (АО =  А2*3
Я 1 e-ikr
[х 4 —  (xa)2- f  4гц г фо (2')-

Дипольный, квадрупольный и так далее члены не учитываются, так как 
вблизи резонанса они много меньше сферически-симметричного члена. Из 
(42) следует

1________
4 — (ха)2 +  4гц ’

Подставляя L  в формулу (12) работы [1],. получим следующее выражение 
для эффективного упругого модуля продольной волны:

ту- !Я +  2ц
л эфф = --------------- *-------------- л-------------• (43)

1 +  ЗФ X
(х 4 — (ха)2 +  4гц

Заметим, что для того, чтобы в водоподобиой среде с полостями могла рас­
пространяться волна при резонансной частоте (ха =  2) г] должно быть на­
столько большим, чтобы при резонансе выполнялось условие АгЭфф$<^1. 
Это условие выполняется, если ц >> Ф 1/з. Последнее неравенство эквива­
лентно (как и в случае пузырьков в жидкости) требованию малости попе­
речника сечеиия рассеяния по сравнению с расстоянием между полостями. 

Рассмотрим К е[АЭфф /  Я +  2ц]. Минимальное значение, равное
[ —ЗФ - ц  +  8ц2] /  8ц2, Re [К0 / Я +  2ц], принимает при ш  =

==| / Г4 + З Ф ^  — 4ц. Пусть для примера Я /ц  =  2 -1 0 3, ф  =  0,001,

ц — 0,5 (при этом Ф,/з /  ц =  Vs, т. е. условие ц ^ > Ф |/з выполняется). При 
этих значениях получим min Re [Аэфф /  Я +  2ц] =  —V2. Отрицательное 
значение этой величины означает, что мнимая часть эффективного волпо- 
вого числа больше действительной части. В этом случае волна затухает
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на расстоянии меньше, чем одна длина волны. Это — так называемый слу- 
' чай «сверхвязкого» распространения [8].

Рассмотрим, наконец, случай твердых сферических включений пз мате­
риала с плотностью р2 в водоподобной среде. В этом случае также возмож­
ны резонансные явления. Поле, рассеянное одиночным включением при 
падении па него плоской продольной волны со скалярным потенциалом 
<p0(z) =  ср0e“ ?7t,z, имеет следующий вид:

фрасс ( М ) = -  ik.a31  ( l  _  | i ) 3 — (х /а )2 +  3 iytia

Pl У 1 — « а ) 2 2p2n+  Pt +  Ых'а X9p,

X cosO d fe~ik'r\ 
d r\ — J Фо (z') (44)

Am-00 (M) = г/С]а3 ~  (11_
3

Pl
Pi

1

1  _  {Xl-a) 2-Ц ± ? ±  +  ixx a
X

9pi

X sin0 _d_ /e~ix'r 
dr

,

— )фо(г'). (45)

где и, — (о \ /  -Ц  =  £о1/ — ■. ■ При ща =  \ /  -— ^— -  наступает
V  Н-1 V (1 Ч- zn) V 4р2+ р ,

резонанс. Однако для того, чтобы резонанс был острым, х ха должно 
быть малой величиной при резопансиой частоте. Это может быть при 
P2 ^>Pi* Для реально существующих материалов максимальное отноше­
ние p2/pi примерно 20 и, следовательно, x 1a = I/ 2- Как и в предыдущем 
случае, здесь можно говорить об эффективных параметрах среды только 
при распространении продольной волны. В образовании эффективной 
волны в данном случае принимают участие лишь продольные рассеян­
ные волны. Поэтому в качестве Lx мы должны взять

^ - 3 ^ 4 ( 1 - ^ )  * - ( * .• « )•  +  3 .V »

1 -<*.•«>* 4 4 ^ +>v*/P l
Подставляя это значение ] п в формулу (И ) работы [1], получим
следующее выражение для эффективной плотности:

1 , . 3 — (хх*а)2 +  3wx*a
Руфф =  Pi +  - g - (Рг — Pi)

1 — (xx*a)2"P2
9pi

Pi
(46)

+  i>ii a

В заключение автор выражает благодарность М. Л. Исаковичу за п о­
стоянный интерес к работе и ценные советы.
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