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Решается задача о распространении гармонических колебаний для 
одного класса слоисто-неоднородных сред. Получено интегральное пред­
ставление поля сосредоточенного гармонического излучателя. Исследован 
случай волноводного распространения в симметричном слое.

В работе [1] Эпштейном рассмотрен класс слоисто-неоднородных сред, 
для которых задача о распространении плоских волн решается в гипергео- 
метрпческих функциях. Поле сосредоточенного излучателя, расположен­
ного в слоисто-неоднородной среде, принадлежащей к данному классу, 
исследовано впервые Газаряном [2, 3 ]. На примере слоев Эпштейна в рабо­
тах [2, 3] показано, что при задании закона изменения показателя прелом­
ления во всем пространстве в виде одной аналитической функции в ряде 
случаев может быть сравнительно просто получено точное решение задачи 
о поле сосредоточенного излучателя. В случае симметричного слоя простое 
решение получается также и при паличин на оси симметрии абсолютно 
отражающей плоскости. В дальнейшем точные решения были получены и 
для некоторых других, заданных в виде одной аналитической функции, за­
конов изменения показателя преломления [4, 5].

В настоящей работе рассматривается класс слоисто-неоднородных сред, 
для которых можно получить точное решение задачи о поле сосредоточен­
ного гармонического излучателя, используя гинергеометричоскио функции. 
Закон изменения показателя преломления в слоях данного класса задается 
в общем случае более сложной функцией, чем для слоев Эпштейна [1]. 
Последние являются частным случаем слоев рассматриваемого масса.

Исследование поля сосредоточенного излучателя выполнено для случая 
симметричного слоя, в котором показатель преломления имеет два макси­
мума. Последнее соответствует тому, что слой является волноводом. Полу­
ченные результаты применены как для случая безграничной среды, так и 
для полупространства, ограниченного абсолютно отражающей плоскостью, 
находящейся на оси симметрии слоя.

Математически задача ставится следующим образом. Пусть в слоисто- 
неоднородной безграничной средо в точке (г =  0, z =  20), где г =  У#2 у2,
расположен сосредоточенный гармонический излучатель. Временная 
зависимость поля пусть определяется множителем ехр { — £(о/}, который 
в дальнейшем будем опускать.

Нужно найти потенциал скоростей в любой точке (г, 2 ) , удовлетворяю­
щий волновому уравнению в цилиндрической системе координат:

7 - ^ { г ^ г ) + - ^ -  +  К г т  =  - ш ( г ’ ^ г ‘ ) ’
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где б (г, z — 20) — дельта-функция. Будем считать, что функция K 2(z) 
может быть представлена в виде K2(z) =  K02qi{z) +  £2 (2 ) , где Ко =  Л (0), 
?i (2 ) >  0. v v

Функция т|) должна быть аналитической функцией параметра Ко при 
Im К0 >  0 и непрерывной при Im К0 ^  0. Кроме того, при (1 тЯ о )2 >
>  (Re Ко)2 +  М, где М — наибольшее значение функции?2̂ - , Нт-ф-ч» 0,

■ Q\\Z) К->сю

причем Л =  У х 2  - f  у 2  +  ( z  —  z q ) 2 .  При этих условиях задача сумеет един­
ственное решение [6].

Интегральное представление решения поставленной задачи может быть 
записано в следующем виде [7 ]: * %

- 1-00

1 | )(7 -,Z )=  $
Ф-(2о,5) ,

-со ИЧ6)
Ф+ ( * л ) н 0« ч л г т

при Z >  Zq
Ц

+ о о

^ (*■»2) = S
Ф+(20, |)

L  w c-
Ф_ (Z, I) //.-,«> (gr)gdl

( 1) .

при Z Z0.
Здесь Ф+ и Ф - — линейно независимые решения уравнения

d*D
+  [K2( z ) - i 2] Ф =  0 ( 2)

такие, что |Ф-|-| ->-0 п р и з - * - +  оо и |Ф_[ — 0 при я-*— 0 0 ; Tr ( g ) — 
вронскиан системы Ф+ и Ф~. На пути интегрирования в (1) подразуме­
вается arg lr  — л при I <  0 и arg |г =  0 при | >  0, что означает обход
начала координат сверху.

Рассмотрим, при каких видах функции K 2(z) решение уравнения (2) 
может быть выражено в гипергеометрических функциях. Гипергеометри­
ческое уравнение записывается в виде

d2U dU
x ( l - X ) — -  +  [ l +  [i - ( l  +  n  +  2 v ) X \ — -

v f-1 X2
2 J 4

где Я, p, v — параметры. Путем замены

U =  О,

U(X) =  » (2mz) [1 — ф(2mz)]-v

X  —  (р (2mz) ,

d(p
dz

«А.
Ф(2тг),

где ф(2mz) — произвольная функция, т — параметр, гипергеометрическое
уравнение сводится к уравнению

(РФ
dz2

+  {Pi[(p(2raz)H -P2[cp(2mz)]} Ф =  О, (3 )

где

Pi[cp(2mz)] —  (
1 — (л2 ^  v ( l  — v)

4ф‘ ( 1 - ф)

А,2 — |Л2 +  4v (1 — v) 1 /  d(f
4 ф ( 1 - Ф) XI
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аналогичному уравнению (2) ;
Решение уравнения (3) имеет вид:

Ф (2mz) =  cp,/2+,/211 (2m z)[\ ~  (p(2mz)]-v ^ i 7 [ c p ( 2 m z ) ] , (4)

где Е/[ф(2/ггя)] — одно из решений гипергеометрического уравнения.
Задаваясь различными функциями <p(2mz), можно получить различные 

функции Pi(cp(2w z) j +  P 2[cp(2m z)]. Из сравнения уравнений (2) и (3) 
видно, что необходимое условие, которое должно быть наложено на функ­
цию ф(2mz), сводится к следующему:

P i[cp (2m )] +  P2[y{2m z)]  =  g*(z )  -  £2,

причем параметр g, являющийся переменной интеграции в формуле (1), 
должен быть связан лишь с независимыми параметрами гипергеометриче­
ского уравнения л, ц , v . Как видно из формулы ( 3 ) ,  для выполнения этого 
условия необходимо положить

а +  РФ +  У 2  (  \ 2

Ф2(1 — ф)2 V dz )

где а, р — параметры. Вводя для удобства дальнейших вычислений без­
размерную высоту £ =  2mz и интегрируя уравнение (5), получаем

С =  1п(Р +  2ф-2Уа +  Рф +  Ф2) +  Уа1п[р +  ~  +
L ф

2У а(а+Р ф +ф 2) j
<Р

-  у ^ Т р + т ш  [ 2 + р + 2 $ i ± e ± l i , + :1 К г ± Ш Ш Ш й | $  с
L ф —  1 Ф —  1 J

(6)
где С — постоянная интегрирования.

Выражение (6) определяет функцию, обратную ф(£).  Изменяя пара­
метры а, р, можно получить различные функциональные зависимости 
между ф и £.

В настоящей работе мы ограничимся исследованием лишь волновод­
ного распространения звука в симметричном слое. Можно показать, что 
функции Pj(£) и Рг(£) являются симметричными относительно £ =  0 при 
а =  (А, а =  1. В этом случае выражение (6) может быть записано в сле­
дующем виде:

£ 1 п  2  +  Р ф  +  2 1 1  +  Р Ф  +  Ф2 +  
П Ф (2Ф +  р — 2  У1 +  рФ +  ф2) +

+  У2 +  Р1п
(1 — Ф)У2 — р

2У1 +  рф +  ф2 +  (1 +  ф)У2 +  р (7)

Полагая в формуле (3)

V =
1
2 i

i +  y i + 2 - Р
[ifo2( l - ^ 2) +

2 (2 + p )m 2 2 +  p
(2 P)2 2 — p

№ -К<?п

где «со — значение показателя преломления при находим для функ­
ции следующее выражение:

Z 2(£) = K f qi(t)  + f t (C ) ,  (8)
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причем
9i(?) =  п<*? +  (ге» 2 !) /(£ )*

3(3(5 — 2)
+ / * ( £ ) +  5 ( 2 ^ Р )  - Г О(2 Р)2 L 4

Здесь / (£)  =  (2 — р) ф/  (1 +  рср +  ср2). При —2 ^  р <  2 функции ф(£) 
и /(£ ) пеществепны для всех вещественных значений £, причем ф(£) ^  О,
- 1  ^  /(£ )  ^  0. При р -  - 2  Ф(£) =  -е -Е , /(£ )  =  и

A"2(Q  =  Zo2[«oo2 +  (Woo2 — 1) ch- 2 |], что соответствует симметричному 
слою Эпштейна [1].

В качестве двух линейно-независимых решений уравнения (2) при 
Л“ (£), определяемом согласно формуле (8), можно взять

Ф +  =  f n 2- 14 I  -  ф ) ~ Ч 1  +  РФ +  Ф2)'/4 X  

~ Gi 2 G2
X р — vГ ( 1 +  ^ ) Г ( 1 + 1 + 1 )  г ( 1 + ^ ) г

Ф_ =  in  2г» (1 — Ф)-'А (1 +  РФ +  ф2) 'А X

!+ + V
)

X G\

Г 1 + l-i
) 'г

1 +  (.1 +  v +
2 G2

1  +  Ц V \  (  V +  Ц
2 ) )

(9)

где
|Х +  V 1 +  [X — V 1

х / 7 [
l  +  (i +  v

2 ’ 2 2 ’ V 1 — ф

• Ф Г 1 - Ф  I"1'-ч X
Ф)‘А L 2(—ф),/г J
1 +

H - v _  3.  ,' 1 +  Ф f |
2 ’ 2 ’ \, 1 - Ф / J ‘

Рассмотрим поведение функций ф+ и Ф_ на бесконечности. Пользуясь 
известными асимптотическими представлениями гипергеометрических 
функций [8 ], получаем при +  оо

ф + — е-(в/2К,

Г(ц)  , Г (-| 4 )Ф - в(В/2К е-(В/2)^
Г (р  +  v) «Г (1 +  р v) ■ F ( v ) r ( l  — v)

Отсюда видно, что при £->■ +  оо ф + соответствует однородной бегущей 
вверх, или неоднородной затухающей вверх плоской волне, а Ф - — комби­
нации падающей снизу и отраженной плоских волн. При ---- оо, наобо­
рот, Ф - — соответствует однородной бегущей вниз, или неоднородной 
затухающей вниз плоской волне, а Ф+ — комбинации падающей сверху и 
отраженной плоских волн.

Из формулы (9) находим значение вронскиана

W(6)  =  r ( n  +  v )-r (l  +  | i - v )  '  (10)

Единственными особыми точками Ф+ и Ф - в комплексной плоскости £ 
являются точки разветвления функции р. Точки разветвления функции v 
но являются особыми точками, так как при изменении arg v на я функции
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Ф+ и Ф - не изменяются. Условимся считать Re р ^ 0 ,  Im р ^  0 дл>. ве­
щественных значений £.

Исследование ноля на достаточно больших расстояниях от излучателя 
может быть выполнено методом нормальных волн. Для этого деформируем 
контур интегрирования в формулах (1) в комплексной плоскости S вверх. 
Вычеты в полюсах, задетых при деформации контура, дадут пормальные 
волны, а контурный интеграл по линии разреза двулистной римановой по­
верхности, проведенной из точки разветвления функции р, даст боковую 
волну. Амплитуда боковой волны убывает с расстоянием как 1 / /'2, в то 
время как нормальные волны убывают как 1 / У г. Поэтому при исследопат 
нии поля на достаточно больших расстояниях от излучателя можно огра­
ничиться рассмотрением лишь одних нормальных волн.

Как видно из формулы (10), полюсы подынтегральных выражении в 
формулах (1) определяются из условия

r ( p  +  v ) R ( l  +  p - v )
=  0.

Отсюда находим систему полюсов, лежащих на верхнем листе римано­
вой поверхности функции р

— У /  4 т2^  +  п
KobiJ- Н--------------- X

2 Р

X
2 +  Р + 1 42

4 U + "

[ е + р +
К о\2
т (2 —  Р)2(1 —  Псо2) ]

где п =  0,1, 2 , . . .  N, причем

N к,л2
§ - - £ & - » ^ = j  (1 — * > - * .

Остальные полюсы находятся на нижнем листе и не задеваются ирн дефор­
мации контура интегрирования.

Из формул (1) получаем для n-ii нормальной волны при £ >  £0 выра­
жение

т
=  — { г ( р  +  v ) Ф _(£о)Ф+ (£)H0W(|г) £ выч Г(1 +  р -  v ) } &==i n. (11)

Производя несложные вычисления, находим

ВЫЧ {Г ( 1 +  ц -  v )h = 5n =
4 т 2ц (  v — -

( 12)

и подставляя выражения (9) и (12) в формулу (11), получаем для четных 
нормальных волн (п —  2о, о  =  0, 1, 2, . . .  N / 2)

фга =  £4 т Г ( *  +  в

Г(1 +  о)

V — 2-J (V — 1 — 2о)
T h - a~ b .;

/* f v - ^ - ' l - ( 2  +  p ) ( v - l - 2 a )  Г(Л’ СТ
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X У1 +  Рф(Ь>) +  <р2 (6 )П
1 - Ф ( Ы  J

'к
х

( 1 3 )

х  С ,(ад ] ‘Ъ 1(^ )//0О)(^г)}
ф ( 0

для нечетных нормальных волн (п =  1 + 2  о)

3

&=12о

■ф1+2о — йб т П !+ »
Г (1 +  а)

/ -1 v
v  —  j  (V — 2  — 2 а )

4( v - -2 ) — ( 2  +  р) (v — 2  — 2 о)
X

•1 \

X
1 v- ° - 2 1-yi + Р ф ( ? о) + Ф 2( ? о) f

F(v — а — 1) L  1 - Ф ( £ о )  j
X

X С2(Со) [ У1 +  Рф(5) +  ф*(6)
1 - ф ( 0

] 'ЛС1 (С)Я0<*)(6г) . = 5
1 + 2 а (14>

Вследствие симметрии но £ и So эти же выражения для нормальных волн 
будут справедливы и при £ <  £о.

Нетрудно показать, что если на оси симметрии слоя находится абсолют­
но отражающая плоскость, то поле сводится к удвоенным четным (абсо­

лютно твердая плоскость) или к удвоенным нечетным (абсолютно мягкая* 
плоскость) нормальным волнам.

На фигуре приведены график одного из возможных случаев распределе­
ния функции /£2(£) и графики множителей, дающих распределение ампли­
туды нормальных волн но безразмерной высоте £. Расчет выполнен для 
случая, когда в безграничной среде формируется шесть нормальных воли.

В заключение автор выражает глубокую благодарность Г. Д. Малю- 
жинцу, но предложению и под руководством которого выполнена данная 
работа, а также С. А. Пириди и Л. К. Твилдиани, выполнившим ряд рас­
четов.
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