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Выведены простые формулы для вычисления динамических моду­

лей упругости изотропных материалов по результатам измерений дина­
мической жесткости цилиндрических и призматических образцов, торцы 
которых жестко закреплены. Описывается способ определения коэффи 
циелта Пуассона но данным измерений продольной и поперечной дина­
мической жесткости образцов. Приведены результаты измерений.

При измерениях динамических и статических модулей упругости амор­
тизационных материален для определенности результатов измерений тор­
цы образцов приходится приклеивать. При этом, вследствие поперечной 
деформации материала формулы для одноосного напряженного состояния 
оказываются неприменимыми.

Бекер 11] получил выражение для вычисления динамических модулей 
упругости цилиндрических образцов, а Эрлор [2] — для вычисления дина­
мических модулей упругости призматических образцов прямоугольного се­
чения с неточным удовлетворением граничных условий па торцах образцов, 
которые предполагают закрепленными только по периметру.

Следует отметить, что при обработке результатов измерений затрудни­
тельно пользоваться точными решениями задачи о сжатии цилиндрическо­
го [3] и призматического [4] образцов, вследствие сложности расчетных 
формул и большой трудоемкости вычислений.

Достаточно простые приближенные формулы были выведены Рока- 
ром [5], Бидермаиом [6, 7] и Лавенделом [8] для расчета образцов из ре- 
зипы с коэффициентом Пуассона ц =  0,5. Выражения, полученные Рока- 
ром и Бидермаиом, согласуются между собой, и при больших отношениях 
высоты образца к его диаметру они переходят, как и следует ожидать, в 
формулы для одноосного напряженного состояния. Зависимости, получен­
ные Лавеггделом, в этом случае дают для модуля упругости результат, пре­
увеличенный в полтора раза. Нельзя признать удачными и эмпирические 
формулы работы [9] для вычисления модуля упругости резины.

Нами была предпринята попытка получить простые расчетные формулы 
для вычисления динамических модулей упругости и коэффициентов Пуас­
сона цилиндрических и призматических (квадратных) образцов.

В основу расчета были положены следующие предпосылки. Измерения 
производятся на частотах /  ^  с /  9,4 /г, на которых можно пренебречь вол­
новыми явлениями в образце [10] (с —- скорость звука, h  — длина образ­
ца). При соблюдении этого условия решение поставленной задачи можно 
проводить в предположении статического режима. Предполагается, что тор­
цы образцов жестко закреплены и что при сжатии образцов седения остают­
ся плоскими. В этом случае перемещения и деформации вдоль оси z (про­
дольная ось образца) являются функцией только этой коордипаты

«• =  / ( * ) •  (1 )
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Будем считать, что сумма нормальных напряжений ох -f- оу, направлен­
ных по направлениям перпендикулярным к оси сжатия, много меньше на­
пряжения о.*, направленного вдоль этой оси. Такое предположение являет­
ся допустимым при сжатии образцов вдоль оси z и при свободной дефор­
мации вдоль осей х  и у.

Из закона Гука [11] следует, что
(1  —  р ) ( о х  +  О у ) / о х —  2[Х

е* +  е у = ----- ------- ------;---- ----------ez.

15 соответствии с принятой гипотезой мы получаем отсюда
в* +  гу «  — 2цег. (2)

Следуя Бидерману |С], для решения воспользуемся вариационным 
принципом, согласно которому полная потенциальная энергия деформиро­
ванного тела при равновесии должна достигать минимума. Рассмотрим ци­
линдрический образец диаметра d =  2/{ и высоты h. Начало координат по­
местим посредине высоты. Компоненты малых деформаций выражаются 
через смещения и и w

Из условия (2) с учетом формул (1) и (3) мы получаем дифференци­
альное уравнение относительно и:

интегрируя которое с учетом условия и =  0 при г =  О, получаем
u =  —nf(z)r.

Компоненты деформации (3) теперь принимают вид
г,- =  ге =  е2 — f(z)  и yrz =  —p/'(z)r.

Полная энергия деформации образца выражается так:
ЪЛ

U +  Л =  ) Ф(/,/',2)Й2,
-Л/2

где
2л Я Л£2

U =  J $ W rdrdydz
О О -h/2

( 5 )

(6)

(H

потенциальная энергия деформации, Wh/2 — удельная потенциальная энер-
Л/2

1 ия деформации [11], А =  Р J ezdz — работа внешней сжимающей силы Р.
-1ч 2

Интеграл в формуле (7) после внесения в него компонентов деформа­
ции (6) и интегрирования по г и ср представляет собой функционал от /(г), 
для которого уравнение Эйлера имеет следующий вид:

где
f ' ( z )  -  k*f(z) =  &N,

-  S t i l  N -  _ J L
ц /?’ EntP

(8)

( 9 )

и E — модуль упругости. Нрп решении уравнения (8) мы примем следую­
щие граничные условия: при z =  0, вследствие симметрии отсутствуют ка­
сательные напряжения; при z — d zh /  2, вследствие закрепления торцов 
•образца равны нулю радиальные перемещения.



(1 0 )

Отсюда, с учетом выражений (5) и (6),
f ( z )  — 0 при z =  О, 

f(z) =  0 при z =  ±  у  
и мы получаем решение уравнения (8):

/(*) = - у у /  1
ch hz

kh
Лт

( И )

ДА

Теперь с помощью равенств (1), (9) и (11) можно получить полное сжа­
тие образца^

(12)

i / 2 E t  L v1 +  n h v ■ n д  J
где F =  nil2 — площадь образца.

Аналогичным образом решается задача для образца с квадратным ос­
нованием длиною а. Необходимо только учесть, что вследствие симмет­
рии гх =  еу. Интегрируя равенство (2) при условии, что а =  0 при х =  0 
и v =  0 при у =  0, находим

8* =  гу =  — |я/(Л). (13).
Далее находятся остальные компоненты деформаций: 

Уху — о, yVz =  —n f( z )y ,  yxz =  —nf (z)x. (14)

Полная энергия деформации образца определяется из выражения (7), 
где для данного случая

а / 2  а /2 h / 2

U =  J 5 S Wdxdydz.
- a j l - a f Z - h / 1

Уравнение Эйлера теперь также имеет вид (8) при граничных усло­
виях (10), причем _______

Р
к =

У З (Ц -ц ) 2
Р а И N Еа2

(15)

Как и в случае цилиндрического образца, из формул (1), (11) и (15) 
находим полное сжатие образца

АЛ =рли~
FF L

М' a thi/ l/3 (1 +  |J,> а (16)
EF L У3(1 +  р) h V р h

где F =  а2 — площадь амортизатора. При Ah =  1 сжимающая сила Р чис­
ленно становится равной жесткости s. Из выражений (12) и (16) находим

Е =  о2?„, (17)

где Еи =  sh /  F и а  — коэффициент формы образца:

И _____ _ ^ t h  (  2 У 1  +  Ц  _А

d
а — 1 —

2У1 +  Р h '  p
для цилиндрических образцов диаметром d, и

(18)

а 1 — . - £ * ( * 5 * ± г Ц )
У3(1 +  р) А '  р а

для призматических образцов с квадратным основапием со стороной а.

(19)
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ФП1 1

Фиг. 2

Выражение (18) отличается от соответственной формулы Бекера не 
более чем на 12%. В то же время значения Е, вычисленные с учетом фор­
мулы (19), значительно отличаются от модулей упругости, вычисленных 
по формулам Эрлера. Это можно объяснить, по-видимому, неточным удов­
летворением граничных условий последним.

На фиг. 1 и 2 изображена зависимость Еи / 2G от отношений А / d и 
h j а для различных значений коэффициента Пуассона. Пользуясь этими 
графиками, можно по измеренным значениям продольной динамической 
жесткости s и динамического модуля сдвига G определить коэффициент
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Пуассона испытуемого материала. На фиг. 3 и 4 приводится зависимость 
коэффициента ct от отношений h i d  и h / а для различных значений р. При 
помощи этих графиков можно по формуле (17) по известным значениям 
динамической жесткости 5 вычислить динамический модуль упругости 
образца.

Полученные выше соотношения проверялись экспериментально на ци­
линдрических образцах из резины (р =  0,5). Продольная динамическая 
жесткость s и динамический модуль сдвига G измерялись по известной ме­
тодике [12, 13]. При измерениях модуля сдвига во избежание изгиба об­
разцов их длина принималась меньше половины диаметра. Результаты 
измерений нанесены на фиг. 1.
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Плот­ Еп х10-* Gx 10-* Ex К)-6Наименование материала ность,
ге/м* н'м* п/м* h/a п/м*

Губчатая резина 428 7,0 2,33 0,33 0,15 5,54
Губчатая резина 512 7,55 2,59 0,4 0,17 6,05
Губчатая резина 
Поролон

650 54,3 13,5 0,3 0,25 34,2
36 1,02 0,393 0,37 0,1 0,886

Пробка мягкая 179 530 190 0,5 0,07 518
Войлок волосяной 400 222 94,7 0,23 0,05 200

В таблице приводятся значения динамического модуля упругости и ко­
эффициента Пуассона некоторых материалов, полученные из результатов 
измерений продольной динамической жесткости и динамического модуля 
сдвига.

Автор приносит благодарность В. И. Заборову за обсуждение вопро­
сов, связанных с выполнением этой работы, и С. М. Гольдеибергу и 
Д. Б. Ващук за помощь в проведении экспериментов.
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