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К ДИНАМИКЕ СЛОИСТЫХ СРЕД

II .  Ф. Саб ода ш.

В линейной постановке решается нестационарная задача о прохож­
дении плоской одномерной волны напряжения через линейно-вязко-упру- 
гнй слой конечной толщины, разделяющий два линейно-упругих полу­
пространства с различными свойствами. Приводятся графики, наглядно 
иллюстрирующие влияние свойств вязкого слоя, который можно рассмат­
ривать как своеобразный демпфер колебаний. Решение задачи строится 
на основе использования принципа динамического соответствия, сфор­
мулированного в работе [1J.

1. Предположим, что в системе прямоугольных декартовых координат 
xyz первое полупространство занимает область х  <С 0, —оо <  yz <С +  оо; 
слой занимает область 0 <  х  <  А, --оо << yz <  +оо; второе полупрост­
ранство занимает область х  >  /г, — оо <  yz <  +  оо (фиг. 1). Соответст­
венные области на фигуре отмечены цифрами 1 — 3. Упругие параметры 
сред, заполняющих соответствующие области, обозначим через а,, р,, р, 
(I =  1? 2, 3), где h  и — параметры Ляме, р, — плотность материала.

Пусть из бесконечности в среде 1 распространяется вдоль оси Ох плос­
кая нестационарная волна, которая в момент времени t  =  0 надает на 
грань х =  0 слоя. Задача состоит в определении волнового поля в среде 3 
для всех моментов времени I >  0. Падающая плоская волна для опреде­
ленности задается в виде ступеньки, по в силу линейности задачи это ог­
раничение несущественно.

Если влиянием массовых сил пренебречь, то задача в упругой области 
сводится к интегрированию одномерных уравнений:

5 4  1 ^  , а* =  j / ( i  =  1,2,3) (i)дх2 а •2

где U i(x,t)— смещения в направлении оси Ох, а; — скорости упругих 
воли. Граничные условия сводятся к непрерывности перемещений и на­
пряжений на плоскостях слоя, контактирующих с упругими полупростран­
ствами,

дих „ * ди2
дхU л =  и2» Рг«Г дх =  Р>«>‘ при X =  0, I >  0,

(2)
о ди2

U2 — Рза2“ — Рз^З
да-
дх при х =  h, t > 0.

Начальные условия нулевые:
ди.,

и2 = =  ih =
ди< =  0 при t ^  0 (3)dt л dt

н означают, что до момента времени t ^  0 в среде х  >  0 царил покой. Па­
дающую волну в среде 1 мы задаем в виде цнад =  щН(а^  — х), где 
и0 — const, Я — единичная функция.
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Задачу (1) — (3) мы будем решать на основе использования односто­
роннего преобразования Лапласа по времени:

00

ui(x >P)= CM) e-*dt, R e p > 0. (4)

В терминах изображений решение упругой задачи напишется так:
р  р х  р  р

«1 (Х,р) =  х +  - у  е %  й2 (х, р) =  Сгеа-х +  Сяе а‘х , й3(х,р) =  С„е а3'

(5)
Произвольные постоянные интегрирования Ch (к =  1, 2, 3, 4) определяют­
ся из преобразованных по Лапласу граничных условий:

% =  U 2 Р А 2

?Z2 — 3̂» Р2̂ 2*

дах „ бй2 „
Ж  п р и * =  0 '

=  р3а32 при x — h. (6 )ete ‘ дя
Условия (6) используются для определения четырех неизвестных вели­
чин Ск.

Будем интересоваться полем в упругой области 3:
со .

г*з {х, р) .= 4Аи0 2  Ч г  ехР
'ft — х (2п -|- 1) h

Гп Р71=0 а3 #2 f t

д = Р А р2а2 0) = (Р2«2 — Рзаз) (р2«2 — Рiai)
(7)

с о |< 1 .
(piai +  р2йа) (Ргя2 +  Рзйз) ’ (Рг°2 +  Рзйз) (Рга2 +  Piai)

Обращение (7) выполняется при помощи таблиц [2] и принимает вид

и3" (*, I) =  4Аи0 2  | <о \"Н (t -  тп) , тп =  (1 h +  Х- ^ -  >  0, (8)
71=0 «3

где H(z) означает единичную функцию Хевисайда. Если волна смещения 
в области 1 , падающая на границу £ =  0, задается в виде произвольной

функции f(a{t — х),  то для определения поля упругого смещения в обла­
сти 3 следует воспользоваться интегралом Дюамеля в форме [3]

Щ1 (x,t)  =  / ( 0) щ*(х, t) +  5 ^  СМ — s)ds,
О

(9)

где и3п(х, t) выражается по формуле (8). Таким образом, получается вы­
ражение для смещения в области 3 в самом общем виде для произвольного
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-J ,

воздействия на границе х —  0:
00

us' (х, t) =  4и0А  2  | ® !"/ (t — ™п) при t — тпп р=0,
П-О

u3f (x, t) =  0 при I — тпп <  0. ( 10)
2. Задачу определения параметров возмущенного поля в области 3 

с учетом вязко-упругих свойств слоя мы будем решать на основе принци­
па динамического соответствия, сформулированного в работе [1]. Согласно 
этому принципу в выражении (7) значение аг заменяется на я2(р) =  
=  [р2/(р) где 1(р) означает комплексную податливость вязкого мате­
риала слоя. Для вязко-упругих моделей довольно широкого класса I  (р) 
можно представить в виде

_  anpm +  am~iPm~1 +  . . . +  fliР +  а0
(Р) Ьтрт + + ... + ьгР + Ь0 * (11)

Будем рассматривать модели, обладающие мгновенной упругостью, т. е. 
будем считать, что в выражении для 1(р) коэффициенты ат ¥= О и Ьт 0.

Изучим асимптотическое поведение решения при р-+  оо. В этом слу­
чае выражение для 1(р) можно представить в виде

/(/>) = а т  Г 4-
+ 0 (

± V J  __
ь т  [ ' / />■ J j

, Л ! —

в , — а т -2 г̂эт-2 ^гп-1 /  a-m-l Ь т - \ \
^ 1  —

а т 1 Ь т

ат~ 1 Ьт-1
ат т

( 12)
С учетом формулы (12) получаются следующие разложения:

4 1
4ip, / « ] * - ( p. ^ ) * [ i + 4 ? + £ ( * - + o i r n

1 - A-i
+2р ' z р* \  4 ж *; • \р<

Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательные асимптота-

л __ Pi îX f
1 4-

Y« l 2 P + 2p3 ' 0  ’

N i = * - A . n 2- 1 f 2 ( * M . * -
Yi 2 [

1Ъ‘2
1 +  I 2р 2 р Р

2

(Pi«t +  х) (рз«з +  х) ■ +  

(13)
, 4 12х(р,а, +  р3а3 +  2х) (у.2 — piaip3a3) 1 ..........................................v

+  -----------Ы Л к У  } ’ ^ - ( р а  +  хН р а  +  х).

у2 — A i~a (р,а2 +  р30з +  2х), у3 =  x (J/i4 i2 — Si) (рА  +  р3а3 +  2х) +
+  Ч а ( А 1к ) г,  у4 =  ( у  — p,a,) (х — р3а3), 

у;, =  4 1х(2х — р,а, — р3а3), ув == х (3ДЛ,2 — В,) (2х — р3а3 — р,а,) +
Y*+  7 . (-4.x)*, п , =

__ 1 /У»У*
Yi

Y
1 17  .= —  ( V»

Yi l V Y*
/ a™

p2( p2X ) •
Теперь для определения поля в области 3, вызванного падением на
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границу х — 0 ступеньки ипад =  щН(а^ — х), вместо выражения (7) сле­
дует .обращать выражение;

_ , . . Pi^ix , iVi , iVi \  r i  /  , «2 , n , \  " 1 wн3(ж,р) =  4и„------- l-(- +  \  ( я , +  г -  +  — ■) — X
Y. V 2рЧ £-t  \  2р 2pl /  р

771* =  - ' i . A lh{ i  +  2n) ( р , ~ ) \

X  exp (m,  +  тгр +  ),
h P— х

(14)
'/г

//£■ — Ж , . . , 0 ч /  «ш \  /2-------- /г(1 +  2/г) р2— ) ,
а- \  Ьт !
/ «... V '/2

m3 =  (V4^i2 — ^ ,)А (1 +  2п) ,

С учетом асимптотического представления изображения при р-^оо  полу­
чаем окончательно смещение в области 3, преобразованное по Лапласу:

н3(а:,р) =  4гг0- ^ ^ - ^ | ^ С ,п*(га1) п" * ( - у )  X
71=0 к=0

X
(  1  , N i  , N *  \
( ^  +  1 ^  +  1 ^ ) ' ехр{т' +  П1'-р ) -

(15)
р—  2рк+г 2р

Обращение выражения (15) выполняется на основе применения таблиц 
[2]. С учетом многократных отражении вязко-упругих фронтов от обеих 
границ слоя мы получаем окончательно интерференционную картину сме­
щений частиц в области 3 при асимптотическом обращении изображения

*  « , « -  11 С.* <».)-* Ш Ш ) + теГ +

+
N 2 (t -  m0)*« 

2Г (3 +  к) m0 =  h(  1 +  2n) j p2
aV I !- . x — h

\  bm J a 3
> 0 . (16)

В формуле (16) T(z) означает гамма-функцию, Cnh — биноминальные 
коэффициенты. Смещение Нз (х, t) тождественно обращается в пуль при 
t <  т0. Зависимость (16) полностью определяет поле для общего вида со­
отношения (11) при источнике ступенчатого тина на границе х =  0. Для 
определения ия(х, t) при произвольном граничном воздействии следует 
воспользоваться интегралом Дюамеля (9). Для анализа решения, выра­
жаемого зависимостью (16), предположим, что в выражении для 1(р) ко­
эффициенты а2Ф  0, Ъ2Ф 0, Ь0Ф Оч все остальные коэффициенты равны 
пулю. В этом частном предположении формула (16) принимает вид

00 Г 1
и3 (х, <) =  4w0 s  Ы "  I H (t  — m0) +  (f—mo)* , при t -  /n0>  0,

7i 7i—0
ih{x, t) =  0 при t <  mQ. (17)

Определим закон измеления смещения во времени в среде 3 в точке 
х =  2/г, полученный на основе зависимости (17):

= to, 2  Ы " { I I  [т-(1 +  (1+ 2»)?)]+ ^  [г-(1+ (1+2я)#1],
Чи0 г 1=0 V - J JП=О

-  а '£ ~ ~ ( »0,-а 2 \  
Т- “Г ’ ? - a s ( l T j

7» п Ъ0 ( h \2> 0 ,  qx =  - Л  I —  I . со, = х/р3я3

«,  =

Ь2 \а3

1 — х/р^-к/рзйз

(1 + * /р 1о1)(1 +х/рввв),
(18)

/р  «ал-'к
(1 +  x/p^i) (1 +  х/р?аз)

(x/Ptfl! —  1 ) (х/р8аа —  О 

(я /Р А  +  1 ) (я/р3й3  +  О«1 = < 1
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Безразмерное смещение в (18), являясь функцией переменной т, зависит 
от четырех безразмерных параметров задачи: х /  pifli, х /  рз^з, q, Qi.

Для выяснения влияния вязко-упругих свойств слоя на параметры дви­
жения в областп 3 в точке х =  2h  были проведены численные расчеты по 
формуле (18) и по формуле (8). Результаты расчетов по формуле (18)

представлены на фиг. 2, где 1 — резуль­
таты расчетов для значений исходных 
параметров q =  1; х / pi^i =  ОД; 
х / р3Дз =  0,5; д, =  —0,1; 2 — относит­
ся к случаю q =  2; х /  р л  =  ОД; 
х /  р3а3 =  0,5; qi =  —0,1. Значения ис­
ходных параметров для случая 3, сле­
дующие: q =  1 ; х / pi«i =  0,1 ; х /  р3я3=  
=  0,5; q, =  —0,05.

На фиг. 3 представлено изменение
смещения в точке х =  2h как функция 
безразмерного времени т =  аЛ / й, рас­
считанное на основе зависимости (8). 
Для всех четырех вариантов расчета 
(Iз /  (h =  0,5: 1 — результаты расчетов 
для значений pi я, /  р2я2 =  0,1 ; р3«з / 
/ Р2Я2 =  0,2, 2 — соответствует отноше­
ниям pitfi / р2а2 =  1,1 ; р3йз/ Р2О2 =  1,2; 
5 — относится к случаю pitfi / р2я2 =  
=  0,5; р3а3 /  р2а2 =  1,5, 4 — результаты 
расчета при одинаковом отношении аку­
стических жесткостей pi«i/ р2«2 =  
=  рзch! р2Я2 =  0,5.
выполнены с учетом первых десяти

\ О'

г----

о Z .5 4 . 5 6 5  Т

Фиг. 3

Расчеты по обеим формулам 
(п =  10) отражений волновых фроптов от границ слоя, разделяющего по­
лупространства 1 и 3. Скачки на фигурах соответствуют приходу много­
кратно отраженных от границ слоя плоских одномерных волн; амплитуды 
скачков уменьшаются с течением времени, что указывает на уменьшаю­
щуюся интенсивность последующих отражений. Наиболее интенсивный 
первый скачок. Влияние вязких свойств слоя проявляется в быстром 
уменьшении амплитуды последовательных отражений волн.

Рассмотренная динамическая задача представляет наибольший интерес 
в двух случаях: когда полупространства 1 и 3 заполнены линейно-упру­
гой средой (задача о защитных свойствах пластины) и когда пластина на 
поверхности x =  h граничит с вакуумом (а* =  р3 =  0) — динамический 
расчет упругой или вязко-упругой пластины конечной толщины, спаянной
с полупространством. В первом случае вязко-упругие свойства разделяю­
щей пластины можно подобрать таким образом, чтобы добиться оптималь­
ных параметров движения и напряжений в области 3.

Численный анализ относится к случаю, когда падающая на границу 
х =  0 волна является ступенькой смещения интенсивности щII(a\t — x). 
Для определения параметров при других видах источников следует поль­
зоваться зависимостью (9).

В заключение укажем, что ряд задач по распространению упругих волн 
в плоско-параллельных слоях изложены в нашей монографии .[4].
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