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Р а с с м о т р е н а  з а д а ч а  о  п р о х о ж д е н и и  п л о с к о й  з в у к о п о й  в о л н ы  ч е р е з  
а н и з о т р о п н ы й  ( т р а н с в е р с а л ь н о - и з о т р о п н ы й )  с л о й  к о н е ч н о й  т о л щ и н ы , г р а ­
н и ч а щ и й  с  ж и д к и м и  с р е д а м и  с  р а з л и ч н ы м и  в о л н о в ы м и  с о п р о т и в л е н и я ­
м и . О п р е д е л е н ы  к о э ф ф и ц и е н т ы  м а т р и ц ы  с л о я ,  в х о д я щ и е  в  в ы р а ж е н и я  
к о э ф ф и ц и е н т о в  п р о х о ж д е н и я  и  о т р а ж е н и я .  П р о в е д е н о  с р а в н е н и е  з а в и ­
с и м о с т е й  м о д у л я  к о э ф ф и ц и е н т а  п р о х о ж д е н и я  о т  в о л н о в о й  т о л щ и н ы  с л о я  
и  у г л а  п а д е н и я  з в у к а  д л я  а н и з о т р о п н о г о  и  и з о т р о п н о г о  с л о е в , н а х о д я ­
щ и х с я  в  ж и д к о с т и .

В настоящее время в технике все более широкое применение находят 
анизотропные материалы. Примерами таких материалов могут служить 
текстолит, дельта-древесина, стеклопластик. Ниже рассматривается вопрос 
о прохождении плоской звуковой волны через слой анизотропного (транс­
версально-изотропного) материала конечной толщины. Аналогичная зада­
ча для случая изотропного слоя впервые была решена Рейснером [1].

Законы распространения упругих волн в анизотропных средах выте­
кают из общих уравнений движения уируго-деформированной среды [2]:

(щ  = дзik
дх, (1)

Используя соотношения теории упругости о* =  ciMm -Eim;
дил

еiт
* /  , Ч \
2  \ д х т dxt )  ’ (1')

Уравнение (1) можно написать в виде
д2и

Р11 i —  ciklm m
дхкдх (2)

где uitii7n — вектора смещений, Сш™— тензор упругих постоянных; 
Oik) &im — тензоры напряжений и деформаций соответственно.

Задавая вектор смещения в виде плоской волны и =  ит ехр / (кг — (о/) 
и подставляя в формулу (2), получим уравнение Кристоффеля [2], опи­
сывающее распространение упругих волн в общем случае анизотроппой 
среды:

(AJw — б ,mv2)u m =  о, (3)

где A im =  — Сццтщ щ , щ, п» — направления вектора волновой нормали, 

р — плотность материала среды.
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Уравнение Кристоффеля (3) представляет систему трех линейных 
уравнений относительно компонент вектора смещения и в общем случае 
определяет три скорости распространения и соответствующие им три тина 
волн, векторы смещений которых взаимиоортогональны. В общем случае 
анизотропной среды ни одна из указанных трех волн не является пи чисто 
продольной, пи чисто поперечной, а скорости их распространения оказы­
ваются зависящими от направления распространения. Упругие свойства 
трансверсально-изотропной среды характеризуются наличием оси упругой 
симметрии и нормальной к ней плоскости изотропии, тензор ее упругих 
постоянных, записанный по свернутому индексу [2], описывается матри­
цей, имеющей вид

сп
СГ2
С13
о
О 
О

\

Такая среда является примером анизотропной среды, для которой ос­
новное уравнение Кристоффеля при любом направлении волновой нормали 
распадается на линейное и квадратное и поэтому допускает сравнительно 
простое общее решение. В работе [2] приведены выражения для сече­
ний поверхностей фазовых скоростей квазипродольной и квазипопереч- 
ной волн плоскостью, проходящей через ось упругой симметрии:

С12 с 1 д 0 0 0

« и ^13 0 0 0

С10 сзз 0 0 0
0 0 с л л 0 0
0 0 0 с м 0

0 0 0 0 1 /2 (с 11 с 1 г )

(4)

1 ?  О - ,  Т ) ^ [ ( B - C ) s in * Q  +  D ±

±  У  1(В +  С) sin2 0 — С Т +  (2A sin 0 cos0)а], (5)

где — фазовая скорость квазипродольной, a v(T> — квазииоиеречпой 
волн, 0 — угол между направлением оси упругой симметрии и направле­
нием распространения волн, р — плотность среды. Знаки плюс и минус 
перед квадратным корнем относятся соответственно к vW) и А =  
=== С13 С г ,и \  $  =  С ц  С \ 4J С ==: С 3 3  C44J D =  С33 -j" С44.

В плоскости изотропии скорости определяются так:

г>! (L) =  -£я , г,. (Г) =  i l l
Р Р

Рассмотрим далее вопрос о прохождении звука через трансверсально- 
изотропный слой конечной толщины.

Пусть на безграничную пластинку толщиной Н  из жидкости с волно­
вым сопротивлением p^cv падает плоская звуковая волпа. Систему коорди­
нат. выбираем так, чтобы (фиг. 1) плоскость х хх 3у проходящая через ось 
упругой симметрии лежала в плоскости падения звуковой волны, плос­
кость изотропии х,х2 совпадала с плоскостью пластинки. Звуковые потен­
циалы падающей, отраженной и прошедшей волн в жидкостях представим 
в виде К

ср(о) =  Л (0) е х р / с о ( m ^ X i  +  тп31)х д ) ;  < р ^  =  Л (1) е х р / с о  ( m (i ) x 1  —  m ^ x 3 ) ;ф ( 2) =  А {2)  е х р  / с о  +  т ^ х ^ ,  ( 6 )
где А ^\ AV\ AW — амплитуды падающей, отраженной и прошедшей волн. 
mW =  sin /  ciy mff/ =  cos 0<l) /  c* — абсолютные значения составляющих
векторов рефракции в i среде по осям oxt и ох3 (i =  1, 2).



Запишем систему квазнпродольных L  п квазипоперечпых Т волн, воз­
бужденных в слое, в виде

ф(±̂ ) =  4 <L> ехр /со (m[L)xx +  m[L)x3) +  4 (_L) exp /со (mi'L)a:1 —

<Р(±Г) =  Л(Г) ехр /со (т[Т)хг - f  }х 3) +  А{~Т) ехр /со (mi-2 )®1 — го£~2 k*), (7)

где А ^ \ AW  — амплитуды волн, распространяющихся в положительном 
направлении оси ох3, a A ^ L\  А<~т) — амплитуды воли, распространяющих­
ся в отрицательном направлении оси ох3; m p T)=  sin 0<L' Т) /  iAL>T\  лг(̂ ,Т)=  
=  cos 0̂ *т? /  î I,( г> — абсолют­
ные значения составляющих j y (2)
векторов рефракции квази- 
продольных L  и квазипопе­
речпых Т волн в материале 
слоя но осям ох 1 и ох3 соответ­
ственно, со =  2л / — круговая 
частота, f  — частота колеба­
ний. Временной множитель 
ехр(—/со*) в выражениях (6) 
и (7) опущен. Коэффициент 
прохождения В (отражения 
Л) звуковой волны через слой 
Л  определится как отношение 
звукового давления в прошед­
шей (отраженной) волне к 
звуковому давлению в падаю­
щей волне, т. е.

Фиг. 1

и ш н о *  см /сек

В = РаФ(2); , А  = Я>(1)
(8)

р г ф « »  ’ ф (° >

Для определения неизве­
стных коэффициентов, входя­
щих в выражения В и Л, ис­
пользуются граничные усло­
вия непрерывности напряже­
нии и нормальных составляю­
щих смещений (или колеба­
тельных скоростей) на грани­
це раздела сред:

: Р\йзсл) =  « (i); =
би =  0. (9)

где й<3сл) —нормальная составляющая колебательной скорости в материа­
ле слоя, ^  — колебательная скорость в окружающей жидкости, о33, а ,3 — 
нормальное и тангенциальное напряжения в материале слоя, р — звуковое 
давление в жидкости.

Скорость частиц в твердом теле представим через скалярный и вектор- 
пый потенциалы квазипродольной и квазипоперечной волн:

й(сл) =  grad ф<±Ь) +  rot ф<±т>, 

тогда в рассматриваемом случае (х2 =  0) получим

■(сл> : д д м п  .
дхг дхх

.(сл, _  gtp(±L)
% -  ~ д ^ Г дхч (10)



Напряжения а53 и 0j3, согласно соотношениям теории упругости для 
трансверсально-изотропного материала [2], определятся так:

0зз =  С|3 • 8ц С з з  * бзз, 0!3 =  2С/,4 • Si3, (И )

где еim — из выражения (1') .
В окружающей жидкости колебательная скорость и звуковое давление 

соответственно выражаются как

йР> =  grad ср̂ , р =  —/о)раф<'\ (12)

Используя соотношения (10) — (12) и граничные условия (9), можно 
написать при х3 =  О, =  0:

9 ф(2) =  j L (p<±L) +
дх

д2
'1зш ? Ф<±Ь> +  (с33 -  С13)

д2

дхг
д2

дхJ Ф(±г\

д2
дххдх3

д2

cp(+Z) _|_ с1з1Г-а Ф(тЬ/') =  — <02p1<P(S),

• ■ ж ? f '±,’, + 2 ж ж ■ 'ptьь,

^ З 2
д2

g^o2
ф(±т) =  о,

при хл =  Я, х{ =  0:

^ ф(2) — - Р —  ф(±Ь) _|_ ф(±Г) ?
дх

д2
с« а ± 7 ч,(±ь, +  (е" - ви)

0*
g£j/

ф(±Г)

9аг3
д*

дхгдх3
д2

dx^lx.

дх-.
д2

Ф(±Г) +  Сзз-^Г2 Ф(±Г) =  ~  « 2Р2Ф(2).3

ф(±х') - - £ - ф(±т )= ° . (13)

где ф(2) =  ф<0) +  ф(1).
Используя соотношения (7), (10) и (11), компоненты скорости частиц 

й с̂л), 4 СЛ) и напряжения о33, 013 в любом сечении слоя удобно представить
через амплитуды волн, возбужденных в слое, в виде

А Од+ А (-ь )

4 СЛ)
=  la ik I-

a <D _  a <-l>

^33 А (Т) +  А (- т>

«хз - - Л (Т) -  А (- г> -

где матрица [aik] имеет вид

г /(iWxL) cos 7/i — оm \ L) sin Я х о з sin Я 2 — /оW 3T* cos Я 2
— om(3L) sin Я , /o)w(3L) cos Я х 7'о т хТ) cos Я 2 — (отхТ) sin ./72
— /соС'о cos Я х ыС0 sin Я х собх/тг̂  W3T) sin Я 2 — j&bxm p m 3 Ws И 2

- 2озm[L)miL) sin Я х 2/(omxL W3L)cos Я х — ;озС2 cos Я 2 — соС2 sin Я 2
Я х =  (om[L)x3; II2 =  а т Р х3; С^= {с1Ът \ (L) +  c33m2 (L));

С2 =  (тп  ̂ * тп  ̂ )̂; Ъх =  с33 схз.

Решая систему уравнений (14) относительно амплитуд волн и Л(±Г) 
и подставляя затем полученные выражения для А ±  A^~L) и А^г) ±  А^"1"* 
в систему (14), можно получить рекуррентное соотношение, связывающее
88



напряжения и смещения на соседних гранях слоя в впде

" 4 СЛ) V - ‘ '
я-.(сл) •(ел)

II ĉ« •

Озз G33
_G13 _ _G13 _

(15)
х 3= 0

где [4,*] — матрица слоя, определенная как произведение: =
[aik) ^ 0\ Iaix-l^L0— матрица, обратная [а*], вычисленная по правилам 
матричной алгебры при х3 =  0. Для случая трансверсальпо-изотроиного 
материала слоя fa,*] ^lf0 имеет вид

- /
Ь1 т\( L )

с33 О>7TC(L)2

О

0

j  ____ ________
(ос33тз7 W L) 2

0 1
C33(D7tt<L>2

7 <om(3L)m(T>2 
. 2m<L)

— 7еда(Г>2 

О w

о

о

т?>

1

О

2т[Т)

(О и4ь,1»(т>*

— 7

c33(om(3T)m(L) 2

(от(Т) 2 

О

Коэффициенты матрицы слоя .4» при этом определяются так:

4 ц  — 2 cos / / j  +  С0 cos Я 2),
c33m̂ /j>2

Л ,2 =  / ( tg 0<L)-cos 20<T)*sin Я, — sin 20(T)-sin Я2),

■4i4 —

-413 
2

(cosH 2 — cos Я,),

^21 — 7

c33m(/) 2

j  ~ t)- (tg0<7,)sin0<T)s in ff1 +  cos 0 ^ )sin Я 2),

1m(,L)
c33m<«.  V ̂  sin 7/* ~ ^ p  Sin '

4 22 =  cos 20<r)-cos Я, +  2sin2 0<T)-cos Я2,

4 23 — 7 (cos 0^^ sin Я х -{- sin 0<L) tg0<r ) sin Я 2),

4г1 —
sin 0'T> „тщ -  (cos Я 2 — cos If x)

^S1 =  —  -C

! « = - / ( ■

33

cos20(T)
cos0(L> m(/

-4 33 —

( c o s tf .- c o s f f ,) ,

-) -sin Я 1 +  261m(r>-sin2 0(rbcos0(r>-sin.ff2j

h----- YTyr- cos H i -f
c33m(L>2 c 33

АЯл =  2 / C. tg 0(L)-sinff1

• sin2 6(/-)-cos//2, 

- i -  - sin 20(T>- sin Я 2 t

l41 =  ~  j  ( bi Co гsin2 SW -cosO^b/reW -sm#! — _ ,r .c33 2 c33 та</ >m№) 2
• sin H.
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А42 = т Р  cos 20(Г> (cos i f  2 — cos i f  j) ,

4 3 i sin 20(L>*sin II  x +  tg 0<T> C.
2c33 \

А ^  =  2sinz 0̂ *cos Hi +  cos 20^* cos # 2.

•sin if.2) ,

( i6)
Выражая в соотношении (15) напряжения и смещения на гранях слоя 

через звуковые давления и смещения в жидкости, согласно граничным 
условиям (9), и проведя преобразования, аналогичные работе [3], получим

А ( 2 У

А{2>

М.

- М

п

т[0)

М Рх
2 3

т(з ]

2 3 Р2
М 3 3

Рх_
Р2 J

•4 (0)  _  Aw  

Aw  +  Ат

откуда также, как и для изотропного слоя

2 Z(2)

где

В =

А =

М 32 +  М 33 ■ Zw  +  Z(2) (М22 +  M 2S - Z(1>) ’ 
м за -  M 3S• Z(1) +  Z(2> (AfM -  M23.z (1)) 
M32 +  M33 • Z(1> +  Z(2> (M22 +  M23 ■ Z(1>) ’

z(1> = Plcl

M22 =  Zi22

COS0W ’ 

^21 *-̂ 42

Z ( 2 ) P2C2

Л̂ 23 — -4**

COS 0(2) ’

^21 * A43
2 3

41

M 32 =  A A*\ • A3 1 е Л  42
3 2 441

^ з з  — A33

Л41 
>43i • Л43 

4 ii

(17)

(18)

(19)

В том случае, когда жидкости с обеих сторон слоя одинаковы, т. е. 
pi =  Р2 =  Ро, Ci =  сг =  Со выражения (17) и (18) принимают вид

2Z0В =  -г

А  =

ZQ (М 22 +  М з з )  +  Z02M 23 ~j- М 3 2

М 32 — Z0 (М3з -j- M 2S — ^ 22)
Z0 (M 22 +  M зз) +  4 >2 (Afм +  М32) ’

Используя выражение (16) и (19), (20) и (21), можно записать:

В =

А  =

2#
2М +  /  (АТ2 — М* +  1 ) 1

/  (N2 — М 2 — 1)
2M +  / ( t f 2 - M 2 +  l  ’

где

ЛГ = о cos20<T> ттг(г)2 sin2 20<Т)
roiL)-Z0 sin i f ! 2 m{P>Z0 sin i f 2

Af = - ^ — •с о а г е т .с ь д я ,- ! - -^  
Щ  -Z0 1

т<т>2
mlr , -Z

(20)
(21)

(22)

(23)

(24)

sin226(T)-ctg Я 2.
о

Выражения (22), (23) совпадают по внешнему виду с аналогичными выра­
жениями для изотропного слоя, приведенными в работах [3—4], однако 
значения коэффициентов N  и М  отличаются от коэффициентов, приве-



денных в указанных работах. Если в выражении (24) положить

Си =  ся з =  А, +  с, з =  X, с44 =  ц.

а также принять, что = X +  2[х
Р

а i?<T>2 =  » то получим значе­

ния N и М из работ [3—4] для случая изотропного слоя, где 1 и ц -  
постоянные Ляме.

По формуле (22) был проведен расчет модуля коэффициента прохож­
дения звука в зависимости от волнового параметра /Я  (гц-см) и угла паде­
ния звуковой волны на слой 0W для 2-х трансверсально-изотропных мате­
риалов, упругие свойства которых описываются следующими коэффициен­
тами матриц упругих постоянных:

Материал I

си =  16,02 • 10'° дин/сж
С\ч =  1,7 . 1010' 
С\я =  0,775 -1010 

Сзз =  5,65 • 10'° 
с44 =  2,33 • Ю10

»
»
»
»

Материал II 

си =  16,02 • 1010 д ип /Ы  
с12 =  1,7 • 1010 »
с13 =  0,775 -К)10 »
с33 =  10,65 • 1010 »
с44 =  2,33 • 1010 »

и плотностью в обоих случаях равной р =  1,65 г/см3.
На фиг. 2 показаны угловые распределения фазовых скоростей ква- 

зииродольных волн в этих материалах. Видно, что первый материал

(фиг. 2, кривая (h) обладает более ярко выраженной анизотропией по 
сравнению с вторым материалом (фиг. 2, кривая а/ ) ; так, для первого ма­
териала

i*L>(90°) , .  г><ь> (90°)2 , 04 ~  =  1 , /, а для второго--------- — г- — 1.2(0°) ? J

где i;(L)(0°), y(L)(90°)—скорости квазипродольной волны в направлении 
нормали к плоскости изотропии и в самой плоскости изотропии соответ­
ственно. Скорости в плоскости изотропии для обоих материалов одина­
ковы.

Чтобы оценить влияние анизотропии на звугшпрозрачные свойства ма­
териалов, удобно сравнить характеристики звукопрозрачности анизотроп­
ного слоя с аналогичными характеристиками изотропного слоя. В качестве 
таких изотропных материалов были выбраны два материала с такой же 
плотностью как и анизотропные р =  1,65 г/см3 и фазовыми скоростями 
продольных волн: для первого материала совпадающей с фазовой ско­
ростью квазипродольной волны первого анизотропного материала в направ-
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лении нормали к плоскости изотропии (фиг. 2, кривая Hi); для второго- 
изотропного материала — совпадающей с фазовой скоростью квазипродоль- 
ных волн в плоскости изотропии (фиг. 2, кривая а2) . На фиг. 3, 4 показаны 
зависимости модуля коэффициента прохождения звуковой волпы от угла 
падения звука на слой 0(,) при фиксированных значениях волнового пара­
метра /У/.

Слой из материала, обладающего более резко выраженной анизотро­
пией ведет себя как промежуточный между слоями из изотропных мате­
риалов (фиг. 3). Анизотропия материала II оказывается такой, что угловые 
характеристики модуля коэффициента звукопрозрачности слоя практиче­
ски очень незначительно (фиг. 4, кривая а2) изменяются по сравнению

с аналогичными характеристиками 
изотропного слоя (фиг. 4, кри­
вая и2).

Зависимости модуля коэффици­
ента прохождения от волнового па­
раметра представлены на фиг. 5.

Видно, что при малых значени­
ях f l l  гц-см анизотропия практи­
чески не влияет на величину зву­
копрозрачности. При больших зна­
чениях волнового параметра кар­
тина резко меняется. Как известно, 
параметром, определяющим остро­
ту полуволновых резонансов такой 
характеристики, является волновое 

сопротивление материала слоя. Для трапсверсальпо-изотропного материала 
это сопротивление будет определяться произведением плотности на вели­
чину скорости квазипродольной волны в направлении нормали к плоскости 
изотропии, т. е. py<L)(0°), и следовательно, чем больше отличие этого сопро­
тивления от волнового сопротивления изотропного материала, тем большее 
отличие будет наблюдаться в волновых характеристиках. Так, из фиг. 5 
(характеристики а.\ и и2) видно, что наличие анизотропии приводит к
1,5 кратному смещению полуволнового резонанса анизотропного слоя по 
сравнению с изотропным.
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