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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПУЛЬСИРУЮЩИХ ПУЗЫРЬКОВ
В ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ • •

Г , I I ,  К у зн ец о в ,  И . Е .  Щ е к а п

Рассмотрена задача о взаимодействии двух пульсирующих и дви­
жущихся поступательно пузырьков в вязкой жидкости. Получепа систе­
ма четырех дифференциальных уравнений, позволяющая определить 
параметры радиального и поступательного движения иузырьков с точно­
стью до членов порядка (а/1)3 и (b /  I)3, где а и b — радиусы пузырьков,
L — расстояние между пими. Методом малого параметра в первом и вто­
ром приближениях получены аналитические выражения для скорости 
движения пузырьков и времени их взаимодействия. Результаты теорети­
ческого рассмотрения сопоставляются с экспериментальными значениями 
параметров движения пузырьков.

Скорость дегазации жидкости, ее кавитационная прочность, протека­
ние самых различных процессов в элементарной кавитационной области 
в существенной мере зависят от способности микропузырьков объеди­
няться под действием внешних возмущений, например под действием 
пульсаций давления [ 1—3 ].

Как частный случай представляет интерес задача о взаимодействии 
двух синфазио пульсирующих пузырьков одинакового размера, что ана­
логично взаимодействию пульсирующего пузырька с твердой стенкой. Это 
взаимодействие может оказать заметное влияние на энергию и форму 
кавитационных ударных волн и, следовательно, на интенсивность кави­
тационной эрозии и спектр мощности кавитационного шума.

Взаимодействие кавитационного пузырька с твердой стенкой рассмат­
ривалось в работах [4—7]. Авторы этих работ делают важный вывод о 
существенном влиянии параметров поступательного движения на ско­
рость радиального движения пузырьков под действием перепада внеш­
него давления. Однако результаты работ [4—7] получены в нулевом 
приближении для потенциала скорости и не учитывают вязких сил в урав­
нении поступательного движения. Ниже рассматривается задача о взаимо­
действии пузырьков в более общей постановке. В частности, решается 
обратная задача: определяется влияние радиальных пульсаций на пара­
метры поступательного движения пузырьков.

Пусть две сферы с центрами в точках А и В  н радиусами а и Ь нахо­
дящиеся на расстоянии I друг от друга, пульсируют со скоростями а и 6 
и движутся поступательно навстречу друг другу со скоростями U и V в 
неограниченной несжимаемой маловязкой жидкости. Положение любой 
точки Р  в меридиональной плоскости будем определять полярными коор­
динатами (г, 0) с полюсом в точке А или полярными координатами 
(r£, 0i) с полюсом в точке В. Потенциал поля скоростей будем искать 
в  виде

Ф='Ф1 +  Ф2. (1)
где функции ср! и <р2 во всей жидкости определяются условиями:

Аф, =  0, Дф2 =  0,
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О’ф! \  j ,  a , . —— =  с/ cos 9 +  a,
/ ,=a (2)

? ’ ) - 0 , - f —  ̂ =  F  cos 01+6 (3)<9r, / Г|=ь CL ■4 II c-

и их производные по координатам обращаются в нуль на бесконечности. 
Удовлетворяя этим условиям, напишем потенциал течения жидкости с 
точностью до членов 0{1~3)

Ф =
Ua3 cos0 , ал2 , Ua3b3 cos в, , aa2b3 cos 0i

2 1.2
- +

2  i V 2 Z*r,!
+

3 da264 cos2 0t aa264 F63cos0, Si2 ^
l:W 2 1 W 2  r , 2

Fa3Z>3 cos 0 6a3 62 cos 0 ^  3 6a'62 cos 0 6a46'
2ZV 2ZV У  Z3r2 2Z3r2 (4)

Кинетическая энергия жидкости может быть вычислена по значениям по­
тенциала и его производных па граничных поверхностях при сформулиро­
ванных граничных условиях. В неподвижной системе координат с нача­
лом в точке О с той же точностью она имеет значение

Т  =  яр Г~  а3х 2 + 2а3а2 — 2 й ^ - х,6 — 2
L О I .

а3Ь3
I3

x ,x°  +

„ а2Ь3 , , , а262
+  2 — г- ахг +  4 —;— ab

Z2 63i 22 +  2Ъ2Ь-
I ] • (5)

где Xi и •— расстояния центров Л и 5  пузырьков от неподвижного на­
чала О, лежащего на прямой, соединяющей эти точки, I =  х2 — хи 
р — плотность жидкости.

Использование значения кинетической энергии (5) позволяет полу­
чить с помощью метода обобщенных координат систему дифференциаль­
ных уравнений радиального и поступательного движения двух сфериче­
ских пузырьков:

bJ ab2 ab3 ab3
15 —  a i2- 3

~
Si2 — 3

V 13 +  9
~ 2 

z4 *2

Г T  r-®6 5 —  ab — b —-6 2■ ■ г * 6 ^ *
l2 l2 г* 2 рла- 7

*r а 'Г • a2b а3Ь a3b
I d —  bXi - 3 -  

is Z3
— 3

F  11 9 m m

а аЪ
15 —  аб +  6 —  а- /2 а 3<?п

. . .  .“5 . 2  ,  Ь3
( Ш  +  — а + — Ъ Х :

Ь Ь2
+ 2 —  б2  +  —  Ь 

1 L

ь2

HF
Ьх, —

2ря Ь‘

5 Ь3

(6)

I- 1 ’г
2  Г 

Q in

XiX*

5 b2 , 1
---- - x , b  -  — i-,2 =  ------r ,

4 4л.ра"

U  -h

2 Z2 
a2,*2 . .  «2 .. a3 . 5 a3о ------- (ix,---------ax,------x, + --------

21 2l2 Z3 2 Z3 x,x2

a b2
4-2 —  d2 4- — 

l L
5 a1

a — 1  . 2  _  *2 IV
2 F “ 2 T * 2 4лр6‘

56G



Б у д е м  сч и тать , что поле скоростей  в и д еальн ой  ж и д кости  со вп ад ает  с  п о­
л е м  скоростей  в м ал о вязк о й  ж и д кости  [8 J . Т огда д л я  обобщ енны х вп еш - 
н и х  сил Qi и  Qn п ри  п оступ ател ьн ом  дви ж ен и и  п у зы р ьк о в  относительно 
в я зк о й  ж и д ко сти  п олучим  следую щ ие в ы р аж ен и я :

г д е  CD„ CD2— коэф ф и ц и ен ты  вязко го  соп роти влен и я , которы е мы  прим ем  
р ав н ы м и  так о вы м  д л я  ж е ст к и х  сф ер , аналогичн о  работе [9 ] ,  и  S2 — 
п лощ ади  ди ам етрал ьн ого  сеч ен и я  п узы рьков . Тогда

гд е  v — коэф ф и ц и ен т к и н ем ати ч еск о й  вязко сти . О бобщ енны е силы , оп ре­
д е л я ю щ и е  х ар ак тер и сти к и  ради альн ого  д в и ж ен и я  п узы рьков , м ож но 
н ап и сать  в виде [10]

< ?Ш =  Г -  —  +  ( р * - Р в + —  )  ( — ) -  Р ,  (£) +  Л , -  4 ц  —  Ъта*,
I а \  а0 /  \  а0 /  а л

(о)

гд е  Р о — стати ческое  д авл ен и е , Ри — д авлен и е н асы щ ен н ы х  паров, 
Pi,z(t) — вн еш н и е д ав л ен и я , а  — ко эф ф и ц и ен т  поверхн остн ого  н ат я ж е ­
н и я , а0 и Ъо — н ач ал ьн ы е  р ад и у са , соответствую щ и е состоянию  стати че­
ского  р авн овеси я , р  — ко эф ф и ц и ен т  д и н ам и ч еско й  вязкости , у  — п о к аза ­
тел ь  поли троп ы . I

А н ал и з  систем ы  у р ав н ен и й  (6 ) с учетом  ф ор м у л  (7 ) , (8) п озволяет  
сд ел ать  следую щ и е вы воды .

1. П а р а м е тр ы  ради альн ого  и  п оступ ательн ого  дви ж ен и й  п узы рьков 
св я зан ы  м еж д у  собой сущ ествен н о  н ели ней н о , п ри ч ем  и х  взаи м н ое  в л и я ­
ние тем  зн ач и тел ьн ее , чем  больш е вел и ч и н ы  (а/ l )  и ( Ь/ 1 ).

2. У м ен ьш ен и е  тек у щ и х  зн ач ен и й  а и  b п ри води т к  росту  .г, и х 2 и  н а ­
оборот. П ри чи н ой  этого обстоятельства  я в л я е т с я  возм ож н ость  взаим ного 
п ерехода  ки н ети ч еско й  энергии  ради альн ого  и п оступ ательн ого  д в и ж е­
н и й . О дн ако  п ри  зад ан н ы х  обобщ енны х си л ах  н ал и ч и е  поступательн ого  
д в и ж ен и я  у м ен ьш ает  вел и ч и н у  ки н ети ч еско й  эпергии  ради альп ого  дви ­
ж ен и я .

3. В язко стн ы й  ч л ен  в у р авн ен и ях , оп и сы ваю щ и х  п оступ ательн ое  д в и ­
ж ен и е  у м ен ьш ает  скорость этого д в и ж ен и я  и  д о л ж ен  вл и ять  н а  вели чи ны  
Л п б, поэтом у его  сл ед у ет  у ч и ты в ать  п а р я д у  с други м и  дисси п ативн ы м и  
ч л ен ам и .

4. П р и  больш их зн а ч ен и я х  ( а / l )  и  (Ь/1)  ч л еп ы , учи ты ваю щ и е р а з ­
л и ч н у ю  степ ен ь  п р и б л и ж ен и я , стан о в ятся  соизм ерим ы м и и и х  следует 
у ч и ты вать  тем  полнее, чем  б л и ж е  м еж д у  собой расп о л о ж ен ы  п узы рьки .

5. В  у р ав н ен и ях  п оступ ательн ого  д в и ж ен и я  им ею т место к в ад р ати ч ­
н ы е  член ы , оп ред еляю щ и е стац и о н ар н у ю  н ап р авл ен н у ю  м играцию  п у л ь­
си рую щ и х  п у зы р ьк о в  в р е зу л ь тате  и х  в заи м о д ей стви я  под действием  так  
н азы в аем ы х  си л  Б ьер к н есса  [1 1 ] . О дн ако  более общ ее реш еп и е задачи , 
чем  в  работе [1 1 ] , п озволи ло  уточ н и ть  вел и ч и н у  силы  взаи м од ей стви я, 
о п р ед ел я ю щ ей  п ерем ещ ен и е ц ен тров  п у зы р ько в . Э та си ла  с  учетом  более 
вы сокого  п р и б л и ж ен и я  м ож ет бы ть н ап и сан а  в виде

а2Ьг . а3Ь3 , ,  а2Ь3 
F  =  4лр -  а Ъ  — блр ——  x t x 2 +  4лр —— а х 2

Р I
,  «зь 2 , .

I
(9 )
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Первый член в этом выражении равен силе Бьеркнссса [11], второй — 
силе Кёнига [12] при условии, что пузырьки осциллируют вдоль соеди­
няющей их линии. Остальные члены характеризуют нелинейное взаимо­
действие поступательного и радиального движения. Из выражения (9) 
видно, что каждая из сил является определяющей в некотором интервал* 
значений I. Следует отметить, что учет членов порядка 1~3 при записи по­
тенциала скорости ср уточняет не только величину силы взаимодействия, 
но и значенпе инерционных членов в уравнениях движения.

6. Уравнения (0) при I —>-оо переходят в уравнения, определяющие 
параметры независимым образом пульсирующих и движущихся поступа­
тельно пузырьков в вязкой несжимаемой жидкости при наличии возму­
щений. Решение этой системы будет учитывать поступательное движе­
ние пузырьков при условии, что их начальные скорости х [0 и х>о при t — О 
не равны нулю. В случае I—>- оо и х 10 — х 2о =  0 система (6) вырождается 
в известные уравнения Полтннга — Непайерса [10]. Полученная система 
уравнений позволяет определить параметры радиального и поступатель­
ного движения пузырьков, в том числе при соизмеримых величинах а, Ь 
и I. При а =  6 и а о =  Ь0 система уравнений описывает движение
пузыря в поле давления вблизи твердой стенки. При а0 =  Ь0, а = ------ б

d
система уравнений определяет движение пузырька у мягкой стенки при: 
условии, что деформацией поверхности раздела мы пренебрегаем.

Как частный случай применения системы уравнений (6), рассмотрим 
задачу о взаимодействии двух пульсирующих по изотермическому закону 
пузырьков радиуса а, находящихся на расстоянии 2h друг от друга в пуч­
ности давления стоячей волны или, что почти то же самое,—в фокальном 
пятне акустического концентратора. В этом случае радиальное движение 
пузырьков определяется уравнением

|  Ро + P m  sin 2njt  +   ̂d  =   ̂Р0 +  а03, (10}

где Рт — амплитуда звукового давления, / =  1 / Г — частота, Т — период 
пульсации давления. Тогда уравнения движения пузырьков с точностью 
до членов 0(h~z) в безразмерных переменных можно написать в следую­
щем виде:

............  3 ц3 .. 21 .
лр + злр + т — -0,3p2 + 0,15ripjL-

п  м  Р 9 г|

_9Т  Т  Т 4'
1-1 -Е

1 +  е sin 2лт +
(И)

где ц = я / я 0, 0 =  h / а0 — безразмерный радиус пузырька и, соответст­
венно, половина безразмерного расстояния между пузырьками, т. е. без­
размерное расстояние до плоскости симметрии; М =  р / ря„£/ — безраз­
мерная вязкость жидкости, Е = 2в I а0Р0 — безразмерный коэффициент по­
верхностного натяжения, U =  а0 /  Т  — характерная скорость, Г  — период 
колебания, т =  t / T  — безразмерное время; с =  Pm J Р0.

При небольших амплитудах давления величину е можно считать ма­
лым параметром. В этом случае расстояние до плоскости симметрии меж­
ду пузырьками можно представить как

(12)
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Тогда в нулевом приближении
. .« 1

}. Ро =  const. (13>:
В первом приближении пузырька мы получаем для скорости посту натель­
ного движения выражение:

pi =  Л, (cos2ht — е~*Мх) +  Л2 sin2.nx, (14)
где

А
п(81М2 — 12л2)

2р2(3 +  2Е) (81 Л/2 +  4я2) ’
А* =

36л ~М
р*(3 +  2Е) (8Ш* +  4я*)

Из формулы (14) видно, что первое приближение дает среднее за период 
продвижение лишь на начальном участке, пока ф  0.

Во втором приближении при е~9" т 0 (т. е. на установившемся уча­
стке) средняя скорость за период будет

Р2 = 18М|12(3 +  2£)2 ’ (15)

где

<? =
81 ( М / л ) 2 [ 1,95 +  2,4р. -  47р„3] +  1 ,8 -  12р,*

р05[81 ( М / л ) 2 +  4]
388,8 (М/л)2 +  0,075 [81 (М/л)2 -  12 ]2

- 1 2 -
р02[81 (М/л)2 +  4 ]2

Величина v =  е2ра является средней скоростью сближения пузырьков.. 
Следует заметить, что как при М <§; л, 
так и при М >  л  v ~  М~'. Zh’CM

0 Ш /р 2(3 +  2£)2' ( )
Соотношение (16) в размерном виде 
может быть представлено как

n2pPmW f 2Q
v =

/ % 4сг \
162р/г Р 0 +  —\ ufl(i /

(17)

Для очень маленьких пузырьков, когда 
силы поверхпостного натяжепия суще­
ственно превосходят статическое дав­
ление, Р0< 2 о /  а0 п скорость v будет 
пропорциональна а-2, а07, Р».2, / 2, h~~, 
рг1. Зависимость расстояния до плоско­
сти симметрии между пузырьками от 
времени мы находим из уравнения 
dp I dx = v, откуда

рз =  Ле +  ро3, (18)
где

л  -  * * * .  -  
№ ( 3  + 2Е)г '

Кривые 1> 2 фигуры представляют собой зависимости расстояния между 
пузырьками и скорости их сближения от времени, рассчитанные по фор­
мулам (18), (17). На фигуре приведены также аналогичные зависимости, 
полученные экспериментально в работе [13], обозначенные кружочками 
н кривой 3. Сравнение проводилось для пузырьков радиуса а0 =
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=  0,00747 см, находящихся па начальпом расстоянии друг от друга 
2h =  0,079 см при частоте звукового поля /  =  10 кгц, амплитуде давле­
ния Рт =  0,5 атм и вязкости \х =  0,01 г /  см • сек. Экспериментальные 
результаты хорошо совпадают с теоретическими зависимостями для 2h(t) 
и v(t). Расчетные зависимости для 2h(t) и u(t) также хорошо согласу­
ются с результатами эксперимента [2].
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