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Вычислены добавки к объемной и сдвиговой вязкости и упругости 
электролита, обусловленные перестройкой межионной структуры. С этой 
целью в гидродинамическом приближении построено кинетическое урав­
нение для корреляционной функции в поле звуковой волны и использо­
вана связь между тензором напряжений и изменением корреляционной 
функции. Частотные зависимости полученных добавок к объемной и сдви­
говой вязкости оказались совпадающими. На нулевой частоте формула 
для сдвиговой вязкости переходит в формулу Фалькенгагена.

Релаксация ионных атмосфер в растворах сильных электролитов: 
должна вносить вклад в поглощение звука как через объемную [1—3],. 
так и через сдвиговую вязкость. Для сдвиговой вязкости электролита было 
найдено только низкочастотное предельное значение [4 ], представляет 
интерес рассмотреть также ее частотную зависимость. Мы будем исхо­
дить из тех же приближений, что и в работах [1—4]: 1) считать кон­
центрацию электролита достаточно малой, чтобы его равновесная струк­
тура описывалась теорией Дебая — Хюккеля; 2) рассматривать ионы как 
заряженные броуновские частицы, помещенные в сплошную среду — рас­
творитель. В отличие от работы [3 ], где релаксация рассматривалась ме­
тодами термодинамики необратимых процессов, здесь будет непосредст­
венно учтено взаимодействие поля скоростей в звуковой волне с ионными 
атмосферами. Это позволяет одновременно вычислить и объемную, и 
сдвиговую вязкость. Совпадение результатов для объемной вязкости мо­
жет рассматриваться как подтверждение введенного в [3] выражения 
для свободной энергии неравновесного состояния.

Мгновенное состояние полностью диссоциированного раствора электро­
лита характеризуется распределением ионов разных знаков гс.ь(г) и ft_(r) 
с зарядовыми числами Z+ и Z_. Предположим, что с помощью внешних 
сил (например, в звуковой волне) задано поле скоростей и (г), которое 
периодически изменяется во времени. В этом случае потоки числа ионов

—Z-en-( г ' )  ]dr'—D _ V r c _ ( r ) .

Здесь и константы трения для ионов, D+ и D_ — коэффициенты 
е2 е2/г

диффузии,—  Ф (г—г ; =  - -----—  — потенциал кулоновского взаимодействия,.

будут

(1)

е
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e ( Z +n+—Z - n - ) = e p(r) — плотность заряда, г  — диэлектрическая проницае­
мость растворителя. В дальнейшем, как и в работе [3 ], мы положим для 
простоты £+ = £ _ = £  и D += D - —D  {D—k^T/t,).

С помощью уравнения (1) и законов сохранения числа частиц

дп+

dt
+  div j+=0,

дп-
d t

-I- div j -= 0

мы получаем уравнение для величины р (г)

р (г )div й(г) — (й(г) V )p(r) +

J Угф(г—r')p(r')dr' j +  D V 2p(r),

где тг(г) =rc+(r)Z+2-l-rc_(r)Z_2. Для описываемой модели уравнение (3) 
может рассматриваться как точное микроскопическое уравнение, усред­
ненное по промежутку времени, большому по сравнению с временем кор­
реляции скоростей (этим усреднением определяется форма диффузион­
ного члена). Теперь мы введем обычное приближение, считая отклонения 
гг+(г) и п - { г) от их средних значений п+ и п~ малыми. Тогда п(г)~п ,
d n / d t ~ —n div и, и уравнение (3) можно переписать в виде

(u-V )-rr +  OV2
П ш x 2D

4л
Г V[!(p(r _ r ' ) ^ l d r '
J п

(4)

где я 2 =
4кпе* 
еквТ ’ 1 /х  — дебаевский радиус экранирования. Нелинейный

♦
член, содержащий и, удержан здесь потому, что именно он отвечает за 
взаимодействие звука со структурой.

Из формулы (4) мы получаем уравнение для произведения плотностей 
заряда в двух не совпадающих точках

p(rt,f )  р(г2,<) 
п п

=  р  ( f i ,  Г 2 ,  t ) :

др(г,,гг)
d t

= -  [ i  ( r t )  • V  t+ i  ( г 2 )  - V * ]  p  ( r l f  r 2)+D  ( V  t 2+  V 22 )  p  ( r l f  Tt) +

[ V ,2cp (r,, r') p (r2, г') +  У22Ф (r2, r' m r UT ' ) w .

Пользуясь обычными соотношениями <n+ (гi)n+ (r2) >=й+2+/г+б (rt—r2) +  
-hn+v++(riy r2) и т. д. [3 ], где скобки < ) означают статистическое усред­
нение, введем функцию корреляции v(r,, г2) для плотности заряда

<р(г,)р 0 *2) > =пЬ  ( г ,-г 2) + 2 n v (ri, г2) , 

где v =  [п-  (v++—v_+) +я.ь (v—■- v +_) ]/2  (й ++й-).

В дальнейшем будет удобнее пользоваться функцией g (г,, r2) = v ( r ll г2)/п.  
Усредняя выражение (5) и пользуясь формулой (6), а также учитывая 
равенство v 2( i /г ) = —4лб(г), мы получаем уравнение для £(г,, г2) :

—  (д1/ Гг)- ==—[ц (г « )У 1+ ц(гг)-У 2]^(г„гг) +  
a t

D S  (7)
+ D  ( V,2+  V22) % (r„ г.) - 2 Dy.% (r„ r2) ------—  6 ( r ,- r 2) .

n
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Если длина звуковой волны А, велика по сравнению с дебаевским радиу-
• • •• •

сом, то разность и (г ,)— и(г2) можно представить в виде

w*(r,)-ii*(r2) =
dui
дгт

тч где г= г ,—г2 и дщ/дг,,, постоянно в объеме

Р (1 /х < У ъ<А ). При этом корреляционная функция зависит только от г 
и уравнение (7) имеет вид

dt r^ D  ( ( 0  (г)) - б (г).огт дг , п
(8)

Член с 6(rt—г2) включен в* формулы (7) и (8) для учета граничного 
условия при r->0 [1, 3]: при малых г величина £(г) мгновенно «следит» 
за изменениями параметров среды, изменяясь как — x A(t) /8nn(t)r .

Если бы вместо формулы (4) использовалось точное уравнение (3), 
то вместо уравнения (8) получилось бы одно из уравнений цепочки Бо­
голюбова [5 ], содержащее в правой части тернарную коррелятивную 
функцию. Расцепление цепочки осуществлено путем липеаризации урав­
нения (3).

Для пояснения физического смысла уравнения (8) перепишем его в 
виде • ' •

д 11 г+бг ( t ) ]  =  -^[%  (г) - Г  (г -б г  («)) ] = 2 D  [ S/% ( г ) ( г )  ] — Ц -  б (г),

dui ’ ■ ■’
где бгг =  —— гт,%°— невозмущенная функция Дебая — Хюккеляг

dt

д г

к-
т

хг

8 пп
В предельных случаях очень быстрых и очень медленных деформаций 

(по сравнению с характерным временем перестройки межионной структу­
ры 1 /О х2) это уравнение имеет простой физический смысл: при быстрых 
деформациях £(г) = £ °(г—бг), т. е. вероятность обнаружения некоторой 
частицы в точке г после деформации равна вероятности ее обнаружения 
в точке г—бг до деформации. При медленных деформациях левая часть 
уравпепия (9) равна пулю и мы получаем

4 %  (г, О - X 2 (0 £ (г, t) =  — 6 (г).
2 n(t)

(Ю)

Решение этого уравнения £; (г) = ‘t*(r) есть функция Дебая — Хюккеля, т. е. 
при медленных воздействиях £(г) изменяется, оставаясь равновесной для 
данных мгновенных h(t)  и к(Ь).

Разложим функцию £(г) в пространственный спектр Фурье:

? ( г ) = Е ?ке‘к'г’ где  ^ г) е ' ,к'г* - ( н )

Тогда уравпенпе (8) примет вид

7 Г + ( Г,И~ Т ~ )  - ^ - = - Ы ( у . 2+ к * к к -dt \  дг{ /  к дгт

O v2

~Vh —  (Ск-СкО, (12)
тк

где Тк=1/2D ( x 2+ k 2),  хУ>2Уй.{х2+Аа) — Фурье-образ равновесной
для данных условий корреляционной функции. Уравнение (12) в слу­
чае объемной деформации по существу совпадает с соответственным ре­
лаксационным уравнением в работе [3 ]. Различие в фо^ме этих уравне-
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н и й  с в я з а н о  с  т е м ,  ч т о  в  р а б о т е  [ 3 ]  я в н о  у ч и т ы в а л о с ь  и з м е н е н и е  в о л н о ­

в ы х  в е к т о р о в  к п р и  д е ф о р м а ц и и ,  и  п р и  э т о м  а в т о м а т и ч е с к и  и с к л ю ч а л а с ь  

м г н о в е н н а я  ч а с т ь  и з м е н е н и я  £ ( г ) .  В  ( 1 2 ) ,  г д е  р а з л о ж е н и е  п р о в о д и т с я  

н а  ф и к с и р о в а н н о м  б а з и с е ,  э т а  ч а с т ь  с о х р а н е н а .
Д л я  д а л ь н е й ш и х  р а с ч е т о в  н а м  н е о б х о д и м о  и м е т ь  с в я з ь  м е ж д у  т е н з о ­

р о м  н а п р я ж е н и й  и  к о р р е л я ц и о н н о й  ф у н к ц и е й .  Е е  н е т р у д н о  у с т а н о в и т ь  

с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  Д л я  с в о б о д н о й  э н е р г и и  с и с т е м ы  в  о б ъ е м е  V с  з а д а н ­

н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  п л о т н о с т и  м о ж н о  п р и н я т ь  [ 3 ]

F = Z+e2
2 е

Z+Z -e:
г

Z—e'

JJ cp(r,-r2) n+(r1)n+ (r2)dr, dr2—

j j cp(r.-r,) -n+ (r,) n-  (r2) dr, dr■+

2 e
J J ф (г,-г2) П- (r,) n~ (r„) dr, dr.

0 3 )

+ kBT  [ n+ (r) In  n+ (г) (r) I n  ri- (r) ]  dr.
i

З д е с ь  п е р в ы е  т р и  ч л е н а  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  э л е к т р о с т а т и ч е с к у ю  э н е р г и ю ,  

а  д л я  э н т р о п и й н о г о  ч л е н а  п р и н я т о  п р и б л и ж е н и е ,  н е  у ч и т ы в а ю щ е е  н е о д ­
н о р о д н о с т и  в н у т р и  м а к р о с к о п и ч е с к и  м а л о г о  о б ъ е м а  dV<. 1 / х 3.

П р и  м а л ы х  о т к л о н е н и я х  п л о т н о с т и  и о н о в  о т  с р е д н е й  ф о р м у л у  ( 1 3 )  

м о ж н о  п е р е п и с а т ь  в  в и д е  -

F - F 0‘= ^ ~  j| с̂р(г1-г2) + -^б(г1-г2) jp(r,)p(r2)dr, dr2.

У с р е д н я я ,  п о л у ч а е м

< F > -F 0= n  J J | - ^ - c p ( r 1- r 2)  +  - -̂6(r1-r2) j v(r1-r2)dr1 dr2. (14)
hV  r  e26(r)

dV  и к о н с т а н т а ,
4 n  v  r

З д е с ь  о т б р о ш е н а  с о б с т в е н н а я  э н е р г и я  и о н о в  J

з а в и с я щ а я  о т  ч и с л а  э л е м е н т а р н ы х  о б ъ е м о в  dV  в  о б ъ е м е  V. И з  ф о р м у л ы  

( 1 4 )  н е т р у д н о  п о л у ч и т ь  в ы р а ж е н и е  д л я  п о т е н ц и а л ь н о й  ч а с т и  т е н з о р а  н а ­

п р я ж е н и й  ( к и н е т и ч е с к и й  в к л а д  в  п р и б л и ж е н и и  ( 1 )  н е  у ч и т ы в а е т с я ,  п о ­

с к о л ь к у  и о н ы  р а с с м а т р и в а ю т с я  к а к  б р о у н о в с к и е  ч а с т и ц ы ) .  Д л я  э т о г о  

в ы ч и с л и м  и з м е н е н и е  с в о б о д н о й  э н е р г и и  п р и  м г н о в е н н о й  д е ф о р м а ц и и ,  т .  о .  

т а к о й ,  к о т о р а я  о с т а в л я е т  н е и з м е н н о й  р е л а к с а ц и о н н ы е  п е р е м е н н ы е .  К а к  

в и д й о  и з  ф о р м у л ы  ( 9 ) ,  р е л а к с а ц и о н н ы м и  п е р е м е н н ы м и  [ 6 ]  я в л я ю т с я  

з н а ч е н и я  ф у н к ц и и  £ [ r - f 6 r ( / ) ]  в  к а ж д о й  т о ч к е .  Д л я  п р о и з в о л ь н о й  о д н о -

р о д н о й  д е ф о р м а ц и и  г  п е р е х о д и т  в  r=r+u(r), е  — в е +  л  т .  д .

е2п г
HP=<F>—<F> =  — —  j ф ( г 1— г 2 ) у ( г 1— f 2 ) d r ,  d r 2 —

е*п 
г

J ф  (г,—r2)v(r,—r2)dr, dr ,.
•  -  Г Ы /  y -w *

Е с л и  д е ф о р м а ц и я  м г н о в е н и я ,  т о  7 2 v ( r * — r 2) d r j d r 2= = w v ( r i ~ r 2) d r , d r 2 ( ч а с т и ­

ц ы  и з  о б ъ е м о в  d $ ,  и  dr2 п е р е ш л и  в  о б ъ е м ы  dr, и  dr2). С ч и т а я  с м е щ е н и я
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малыми, можно разложить потенциал в ряд вблизи певозмущеипого зна­
чения и ограничиться первым членом; тогда

_ „ 2

6 F  =  ^ J 6 Bim(R )J [
<?Ф г , г т . . . V

Or г  ■ « ? > ■ т Ь Ш Ш К  Н5)
где и,т — тензор деформаций. Отсюда видно, что величина

*2 - - Г|Гт F  /  Зе
------------ го (г)-----I •

дг
Oiто

Упгег

£[
д Ч> r,rm V  / de \

— - ф ( г ) т Ы 6-dr ] «

(16)

представляет собой тензор напряжений, из которого исключена постоян­
ная часть —р0б/т (ро~  давление в невозмущенной системе).

Формулу (16) при d e / d V = 0  можно было бы получить и прямым мик­
роскопическим расчетом, вычисляя среднюю силу, действующую на эле­
мент объема [7 ].

Будем считать, что деформация, наложенная на нашу систему, пе­
риодически изменяется во времени по закону exp ( m t ) .  Рассмотрим от­
дельно два случая — чисто сдвиговой и чисто объемной деформации. Пусть 
скорость направлена вдоль оси х, а градиент скорости вдоль оси z, тогда 
решение уравнения (12) имеет вид

дх
Ш%к

1-Но)т:(
Нетрудно видеть, что в этом случае единственной не равной нулю ком­

понентой о1т будет o*z.
Для вычисления Фурье-образа производной от потенциала

удобно перейти к новой системе координат, в которой вектор к направлен 
вдоль одной из осей. Простые вычисления дают

(dtp xz  \
~ з Г Т / к  =  ”  v k 2

8 я
cos 0 sin 0 cos ф, (19)

где 0 и ф — полярные углы, определяющие ориентацию вектора к в пер­
воначальной системе. Аналогично вычисляется и 6£к

/ 3£° \ 1  г х 2 / к  1  \ I  к 2к 2

Г  г *<„■+*■>■co s0 s in 0 сшф(20)

Подставляя выражения (19) и (20) в формулу (16) и переходя от сум­
мирования по к к интегрированию с использованием дебаевского распре­
деления по волновым числам, получаем

кorcxV
о

т
XI

cos2 0 sin2 0 cos2 ф
тге \ dz / J  (x 2+/c2) 2[t0+ 2Z )(x2+A2) ]

dk. (21)

Интегрирование по к дает

о =  -
пе2 ш ди,

30eDx  ( l+ V l+ ito t)  dz
(22)

где t =1/2Z >x 2.
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/  дщ
Если сравнить это выражение с законом Гука Qim—\х 1 -г—

\  О Х т

ди, , дит
+

OUm \ 

dxt I
то

мы имеем 

где
( л = ц ( с о ) + й й л ( “ )> (23)

/ ч  йе2 ( ,  У  2 V  У  1 +  ю*Т* — 1
* ( Ю )  “  З О е ^ х т  V  с о т

(24).

Г|(©) =
пег

Й Г  (V
V l+ c o V + l

- * ) •15eZ>x со2т2 \  г 2

р((о) — модуль сдвига, т| (со) — сдвиговая вязкость.
Совершенно аналогичным образом можно вычислить и добавку к мгно­

венному изменению давления при всестороннем растяжении

6 р = -
1 1 йе2 г 1Оц
3 4 eDxr *• 3 е (£)] Ни.

d V > J l+ V l+ ш т
(25)

лаксирующую часть изотермического модуля всестороннего сжатия [6 , 8 ] 
А ^т= Л т(о))—/fr(°°)’b/coT]u(co), r\v(со) — объемная вязкость. Разделяя в 
формуле (25) вещественную и мнимую части, получаем

К г  (<о) — &т (°°)
1 пег Г1 V ( d t \ V V i V y i  +  o»V — 1 
8 bDkx 1.3  +  3 W / J  сот

(26)

Tlr(<0) =
1 пе2
4 eZ)x [L + Z

3 e
V l+ coV + l

- * ) •

Этот результат полностью совпадает с полученным в работе [3].
Как видно из формул (24) и (26), частотные зависимости объемной 

и сдвиговой вязкости одинаковы, то же самое относится к частотным за­
висимостям модулей. То, что частотные зависимости должны быть близ­
кими, можно было предсказать исходя из сходства релаксационных про­
цессов, но количественное совпадение заранее не очевидно. На низких 
частотах сдвиговая вязкость, согласно формуле (24), равна ц(0)=пе2/ 
/120е/)х, что совпадает с формулой, полученной Фалькепгагеном [4].

Вклад релаксации ионных атмосфер в поглощение продольных волн а 
равен

Д а  =
со' п е 2 г

1 1' 1 +
V дв

e D k  1 4 ' 3 В  d V

У1+<вЧ*+1
- 1 ) '

(27)
где с — скорость звука. Слагаемое, связаппое со сдвиговой вязкостью, со­
ставляет примерно 1/4 от вклада объемной вязкости, так что полученный 
в [3] вывод о малой величине поглощения звука за счет релаксации ион- 
пых атмосфер остается неизменным.

В случае сдвиговых волн полезно найти активную R  и реактивную X  
части удельного акустического импеданса. Вводя обозначения

ро)Г)0
Д = Я .д(1+ Д ,), Х = Х ид(1+Д 2), я „ д = х ид= У ^

где т]о=т1.«+лег/ 1 2 0 е/)х — вязкость раствора при ©-►О, т)* — вязкость рас- 

5  А к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л ,  2  2 3 3



творителя, имеем

Ли
пег

[ -------±
ЗО еО т]оХ  L 8  2 со т

+
со ы - * + у

V l+ c o V + l i / V l + o V - lУ )]•
<.28)

Интересно сопоставить использованное здесь описание перавповеспых 
состояний с феноменологическим подходом, введенным Исаковичем [9] и 
Леоитовичем [10] (см. также работы [11] и [1 2 ]). В этих работах внут­
реннее состояние жидкости характеризовалось тензорами анизотропии.

Если величину 6£к представить в виде б£к= £*3+ £ акниз? ГД° J  £аии» <К2=0, 

то тензоры анизотропии можно ввести как

Одновременно вводятся изотропные релаксационные переменные

^ " ■ / ( т ^ + 6 £ * ')  (30)
Перомеппые £/тА и т]h подчиняются релаксационным уравнениям вида

tlmh -  (  й ы  -  ~  йцЬЫ ) = ----- -- tlmh; ф л -Й ^ = -  —  ( ^ - V )  (31)
\ О /  T ft Т к

Уравнение (16) записывается как

а , . —
к

15
к дЪ

X  ( к ^ - +  ф„ +

дк дк 

V дг

3 дк

Ф*

И
=

+ U ) X

дк 1 е dV
\ 1 Г  2|XftlG)Tfc I  1  ^ \ , J?ro o ? '0 )T ft+К то

> ■ ) + l+icoTft
j •

(32)

Таким образом, в этой модели тензорам апизотропии придан четкий 
микроскопический смысл. Отличие от работ [9—12] состоит в том, что с 
каждым тк связан вклад не только в сдвиговую, но и в объемпую уп­
ругость.
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