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Метод приближенного разделения переменных применен к некоторым 
задачам о продольных колебаниях цилиндров из резинонодобного мате­
риала. Решения, полученные для бесконечного цилиндра, сравниваются 
с известными точными и приближенными. Построена матрица передачи 
конечного цилиндра, колеблющегося между плоскими штампами.

Метод разделения переменных, как правило,. не позволяет получить 
решения задач динамической теории упругости, даже для тел простейшей 
формы. В связи с этим может оказаться полезным метод приближенного 
разделения переменных (метод Л. В. Канторовича приведения к обыкно­
венным дифференциальным уравнениям [1 ]) . Применительно к двумер­
ным задачам электродинамики и акустики этот метод в трактовке 
Л. А. Вайнштейна приводит к системе интегродифференциальных уравне­
ний или в упрощенном варианте к обыкновенному дифференциальному 
уравнению второго порядка [2]. Приближенные решения ряда статиче­
ских осесимметричных задач для цилиндров из резииоподобного мате­
риала, имеющих свободные от напряжений поверхности, получены в ра­
ботах [3, 4 ]. Сущест»5еппым здесь оказывается то обстоятельство, что бла­
годаря использованию условия несжимаемости резииоподобного материа­
ла ноле смещений зависит от двух функций, одна из которых выбирается 
из физических соображений, а другая является решением дифференциаль­
ного уравнения четвертого порядка.

В настоящей работе применяется метод приближенного разделения 
переменных к некоторым линейным динамическим задачам для сплошных 
и полых цилиндров из резиноподобного материала.

Введем функционал «действия» У, соответствующий искомому вектор­
ному полю смещений [5 ]:

где щ, Г,, е,-;— компоненты вектора смещений, вектора сил и тензора де­
формаций, причем звездочка означает комплексное сопряжение, Я, ц, р — 
константы Ламе и плотность материала цилиндра, S — поверхность, огра­
ничивающая объем цилиндра F, со — круговая частота, t — время.

Осесимметричный относительно цилиндрической системы координат 
г, z, 0 (фиг. 1) вектор смещения будем искать в виде

( 1) /  =  J u'TidS + | [—Xehfc8ne—2pe^ei/+p(o2wlwi,]dF,
s V

(2 )
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Соотношения (2) удовлетворяют 
условию несжимаемости резиноподобно­
го материала

( 3 ) div U =0,

имеющему место для цилиндров, хотя 
бы часть поверхности которых свободна 
от нормальных напряжений.

Полагая, согласно методу прибли­
женного разделения переменных, функ­
цию \f(r) известной и учитывая условие
(3 ), выполним интегрирование по пере­

менной г в формуле (1). Уравнение Эйлера и естественные граничные 
условия для полученного функционала имеют вид

Фпг. 1. Геометрия цилиндра

(4)

(5)

[ Ъ + 1’ ■■) { Ъ + * ' ) № ) -  7 " ” (г- (г) > +

+

dz2
1 д

oTr{ r,z )r\!>• (г) 1,7.
|Л dz

---- J  0 2г (г, 2)-^-(7'ф' (?•) ) dr— °rr (г, 2)nj)* (г) j  | , 2= 0,й

(6)
1 ^

[ +  A t (if,op 'V O  ] / ( z) =  ~ — J o „  (r, *) фг dr, 2= 0, h ,

где

(7)
2

T «.2 =  ~ A ,  (/с,2; ф, ф', ф ") ± ] /  ̂ A 2{ k 2- -ф, г|/, ф ") + А г{ к 2, ф, ф ', ф " ) ,

‘■I= V — ©— сдвиговое волновое висло, о гг, агг, о.. — компоненты тензора

напряжений, штрихи означают дифференцирование по соответствующей
, йф .

переменной, например ф =  — . Функционалы А, определяются соотно­

шениями:

( 8 )

Л,(Л,г; ф, ф', ф") =&,г+<ф''ф>—2<ф'ф > —

W-2(^ - ) -2<фф‘>+<ф>->,
А2(к,2-, ф, ф', ф") =Аг,2<фф*>-<ф'ср’'>.

А,{к,2- ф, ф', ф")=Л ,г-2<ф 'ф"> -  2 ) -  2<фф*>—<ф'ф‘ >,

A i (ф, Ф', ф")=<фЧ>*>
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при условии нормировки <фф*>=1 , причем введены обозначения

1  d
— J -  (гф (/•)). г аг

Функция / (z ) ,  таким образом, удовлетворяет дифференциальному урав­
нению четвертого порядка (4) и граничным условиям, вытекающим из по­
становки задачи; в частности, соотношения (5 ), (6) являются усреднен­
ными граничными условиями соответственно по нормальным и касатель­
ным напряжениям. Соотношение (5) позволяет также по перемещениям 
определить среднее значение нормальных напряжений для несжимаемого 
материала. Полагая теперь функцию /(z )  известной, аналогично устано­
вим уравнения и динамические граничные условия для ф (г):

где

(И )

( 12)

+ —
дг

<

L dr3 J

i f

[
с12 
dr*

O r z { r , z ) l f ( z )  Id,

+  n  +  5 .  (*,*;/, / ' )  b  (r)r dr* dr J

Orr {r, z) — dz — — [o „ (r , Z) /■ (z) ] |J, r = r „  Гг,
dz p.

- - J -  +Bb ( / , / " )  1 я|)(г) =  —  \d rz (r ,z ) f (z)dz, r= ru r2, 
r dr J (X J

/, / ' ,  П  ± У / ,  / ' ,  n  +  Вг ( / c ,2;  / ,  / ' ,  / " ) ,

5 , (A,2; / ,  / ',  /" )= fe .2- < /T > - < / f " > - 4 < /7 ,/>,

S 3(A,2; / , / ' , / " )  = * ,2- 4 < /7 "> -< /T > .

(fc,2; / , / ' )  ■=*«*+4 — W ' ) *

<//•>=!.

ft

</i>= j  /l(z )  dz. 
0

Совместная система интегродифференциальных уравнений (4) —(12) 
определяет «наилучшее» решение вида (2) с разделяющимися перемен­
ными.

Рассмотрим в качестве примера продольные волны в бесконечном 
сплошном (rt= 0 ) цилиндре радиуса г2= а  со свободной от напряжений бо­
ковой поверхностью. Функция f ( z ) = e in удовлетворяет уравнению (4) при 
соответствующем выборе г])(г), причем волновое число 7 подлежит опре­
делению из уравнения (9) и граничных условий (10). Ограниченное при



г= 0  решение (9) будет
(13) ф (г) ( X,r) +С J ,  ( У.2г )  ,

где, согласно формуле (11),
x i2= k t2—f ,  х22= - Г -

Граничные условия на боковой поверхности цилиндра o rr= OrZ= 0  с уче­
том формулы (10) приводят к следующему дисперсионному уравнению:

(14) [ (kta) 2—2 (уа) 2] 2/„  ( х 2а) / ,  (х,а) + 4  (уa) zx {ax2aJ0 (х,а) X 
ХЛ (х 2а) —2 (&,а) 2x 2a/i (х,а) Л ( х 2а) =0.

Уравнение (14) отличается от соответствующего точного [6, 7] лишь ар­
гументом функций Бесселя %2я, равным У (к,а)2—( а̂)2, где к{ — волновое 
число волн сжатия. Сравнивая решение (14) с точным, оценим область 
применимости гипотезы несжимаемости (3), положенной в его основу. 
Критические частоты продольных волн, согласно формуле (14), определя­
ются уравнением

(15) / * ( М =  0,
в то время как соответственное точное уравнение имеет вид

(16) Ji(kta)

где
2 W-2 lx 

а  = ---------
К

»  1.

Сравнение формул (15), (16) показывает, что приближенный метод дает 
правильные значения для критических частот мод, зарождающихся сдви­
говыми волнами и неприменим в отношении квазиобъемных. Как видно 
из формулы (16), низшие моды цилиндра из резиноподобного материала 
(сг> 1 ) зарождаются сдвиговыми. Из работы [7 ], в частности, следует, что 
при а2=200 десять низших мод зарождаются сдвиговыми, причем квази- 
объемная волна появляется при kto=3A.

Ci\Ct • C*\Ct

а/А
__ А АА ff2____9 П П Л 2 —  rw n 2__A AA a2 —  9 А П rt 2--- ( V )U * = l  UU U“ —  ZUU U  -------C v U  -------I  l/ U IX  ------£AJи U —  vv

0,1 1 ,687 1 ,6 8 8 1 ,6 8 9 6 ,1 8 5 6 ,1 8 7 6 ,1 8 8
0 ,3 1 ,4 0 2 1 ,4 0 2 1 ,402 2 ,4 1 3 2 ,415 2 ,4 1 6
0 ,5 1 ,1 4 4 1 ,1 4 5 1 ,1 4 5 1 ,839 1 ,8 4 0 1 ,8 4 0
0 ,75 1 ,0 2 2 1 ,0 2 2 1 ,0 2 4 1 ,5 0 3 1 ,5 0 3 1 ,5 0 3
1 ,0 0 ,9 8 2 0 ,9 8 3 0 ,9 8 3 1 ,311 1 1 ,311 1,311

В таблице представлены данные расчета дисперсии фазовой скорости 
двух низших типов волн при cc,z=100, а22=200, <Хз2= °°  в зависимости от 
отношения радиуса цилиндра а к волноводной длине волн Л. Расхождение 
между значениями фазовых скоростей, точно рассчитанными для типич­
ных значений параметра а2 и найденными в рамках гипотезы несжимае­
мости (3 ), составляет десятые доли процента.

Уравнение (4) и соотношения (7) могут оказаться полезными при ана­
литической аппроксимации дисперсионной кривой низшей моды. В част­
ности, если положить ф(?*)=сг (плоские сечения), то для волнового числа 

получается следующее выражение:
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совпадающее с результатами приближенной теории Германа — Миндли- 
на [8 ]. Точность аппроксимации можно увеличить, положив г|)(г) =  
= 0 — С3Г3, где отношение Cs/Ci выбирается из условия отсутствия каса­
тельных напряжений на поверхности цилиндра, что дает

Сз __ 2 ^
Ci 8 + ( а Ь У

Дисперсионные кривые, полученные в указанных приближениях, на­
ряду с точной кривой, приведены на фиг. 2; ошибка по волновому числу, 
как видпо, не превышает 30% во всем частотпом диапазоне при плоских 
сечепиях (17) и 15% — при параболических.

Фиг. 2. Волновое число первой нормальной волны в цилиндре: 1 — точное решение, 
2 — приближенное с плоскими сечениями, 3 — приближенное с параболическими се-

чепиями
Фиг. 3. Частотная зависимость диагонального элемента матрицы податливости цилин­
дра Y\‘ 1 — активная составляющая, 2 — реактивная составляющая для a = h —

=2,5 см, р=1,2 г/см3, £=Зц=1,05-108 дн/см2, rj=0,15, z0= l,5 1 0 5 дн/см2

Перейдем к задаче о вынужденных колебаниях цилиндра конечной 
длины. Решение в этом случае будем искать в виде разложения по собст­
венным векторным функциям задачи, причем последние построим мето­
дом приближенного разделения переменных.

Из уравнения (4), равно как и из уравнения (9) и соответствующих 
граничных условий типа 2\«»=0, вытекает соотношение ортогональности 
собственных векторных функций задачи U„, отвечающих собственным 
числам ktn и ktm:

г* 1 2 d h
(kln2- k , m!) Г f ---------(nj)„(r)) —  (r ) ) dr f  /„ (z )X

l J r dr dr „>•1 0

X/m’  (2) dz +  j  1|)„ (r) (r) r d r j ~ ~  dz ]  = 0 -
r, 0

Таким образом, если в спектре отсутствует вырождение, собственные функ­
ции, построенные методом приближенного разделения переменных, орто­
гональны:

h  г г

(18) J  j  Um-Unrdrdz=0.
0 г,
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Остановимся подробнее па практически важной задаче о колебаниях 
цилиндра, находящегося между плоскими штампами, причем контакт со 
штампами жесткий (без проскальзывания). Кинематические граничные 
условия на торцах в этом случае можно конкретизировать следующим об­
разом:
(19) ит= 0, 2—0, А,
(20) диг/ дг= 0, 2=0, A.
Боковая поверхность цилиндра свободна от напряжений. Поскольку штам­
пы плоские (20), следует положить <р(г)=С, ф (г )=  0,5 г; при этом j ( z )  
удовлетворяет уравнению (4 ), граничное условие (19) принимает вид 
f ( z ) =  0, 2=0, А, а динамическое условие ozz= 0, согласно формуле (5 ),— 
/ ' " ( 2) =  0, х=0у  А. Легко видеть, что собственные функции fm{z) таковы:

ПЪ XCZ}m(z) = C O S — ------ , 7 7 1 = 0 , 1 , 2 , . . . ,
А

а собственные частоты определяются соотношением

(21) (kth)m2=m2n2 J^mV+2, j  j  nizji2+q2  ̂ j  ,
где qx=  24, q2= 8. Из разложения вектора смещений цилиндра по найден­
ным ортогональным собственным функциям следуют соотношения, свя­
зывающие усредненные по торцам давления р(А ), р (0) со скоростями 
v ( h ) = m u z(k ), v (Q )= im iz(0):

- z ; ( A )  =  7 1 ( w ) p ( A ) + 7 2 ( ( D ) p ( 0 ) ,

(22)
y ( 0 ) = 7 2 ( o ) ) p ( A ) + 7 i ( c i ) ) p ( 0 ) ,

где 7j(co) — элементы матрицы проводимости цилиндра, определенные сле­
дующим образом:

m=0

X ( - 1УЗ+Ш-1
ч 2  ̂ 2

( 1 + б о ш )  |  к?К1 mzK2+ q2 j  j — wi2Jt2+g, j  j j

Зз—8, /  1,2.
Суммирование здесь может быть выполнено с помощью преобразования 
Ватсона: в силу четности слагаемых формулы (23) относительно значка 
m и особенности пулевого члена 7 3(со) представляются интегралом вида

соА / А \2 с( 2 4 )  т,М —  - « . ( - )  J X  -
г Г

^  7 2 7 2
( W ) ! [ v V + ? 2 ( - )  — )  ]

где
ctgvn, /= 1  
— l/sinvn , у=2 ’

а контур интегрирования Г проходит несколько выше вещественной оси 
плоскости комплексной переменной v. Подынтегральная функция (24) 
имеет в верхней полуплоскости v два полюса, определяемых соотношени-

1 4 0



ями

,„ r , , V  (k'k)2 gi /  h \

± y [ ( W _ , ( | ) T + ( w „ ( A ) ,

Im У>0.
Полюса 'Yi, 2̂  дают тс же значения волновых чисел, что и уравне­

ние (4 ). Из формулы (25) и фиг. 2 видно, что скорость однородной волны 
при увеличении частоты уменьшается от юнговской до сдвиговой, а посто­
янная затухания неоднородной волны уменьшается от v..i= n /^,/a^4,9t/a 
до 72=Уд2—qi/a=4i/a.

Интеграл (24) сводится к сумме вычетов в полюсах 
У ,(<о)=С(о>)5Д о),

G(co) =  —(26)
2|я V [ (к,h) _ f ( A ) T + ( « , , , ( A )

с  (  )  =  J  c t g  , Л  “  c l g ’ 7 = 1

J ^ { —l/^ihsin^ih+i/^hsin^zh / = 2.
В предельном случае /с,а<1 формула (26), как и следовало ожидать,
дает матрицу проводимости стержня, в других случаях она может быть 
цроапализирована численно. На фиг. 3 показана частотная зависимость 
диагонального элемента матрицы податливости цилиндра с а=/&, имею­
щая смысл входной податливости в режиме акустического короткого за­
мыкания. В рассматриваемом случае податливость имеет однорезопапспый 
характер; даже при относительно малом коэффициенте сдвиговых по­
терь (т]=0,15) второй резонанс проявляется слабо. Отметим, что собствен­
ные частоты цилиндра, армировапного пластинками, не обладающими из- 
гибпой жесткостью, могут быть найдены точно [9 ], в частности, для сплош­
ного цилипдра с a= h  низшая частота соответствует Ур//?со7г==/с,Л/уЗ=2,1. 
Возрастание резонансной частоты в рассматриваемом случае обусловлено 
армированием цилиндра пластинками с весьма большой изгибной жестко­
стью (плоские штампы).

На частотах выше основного резонанса, как следует из фиг. 3, податли­
вость имеет преимущественно инерционный характер, что указывает на 
преобладание неоднородной волны в этом диапазоне частот.

Наряду с рассмотренной в связи с исследованием слоя искусственной 
среды с цилиндрическими капалами [10], находящегося между жесткими 
штампами, представляет интерес задача о полом цилиндре, па внешней бо­
ковой поверхности которого отсутствуют перемещения и касательные на­
пряжения, а на внутренней — напряжения. В рамках метода приближен­
ного разделения переменпьтх матрица податливости такого цилипдра 
(слоя) ио-прежпему определяется соотношениями (26), где постоянные 
qi зависят от параметра е= г ,/г2 следующим образом:

, 2Ч d - е 2) (1+Зе2) ,  2Ч
?* (е )  ------------ ;----------<h (в -),

fc

?2(e*) =  ( l - e s)g,(e*),
,  8ег

<7з ( б )  =
4 е 2—21п  е 2—3 — е 4
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