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УДК 534-16

О ВОЛНАХ ЛЯВА НА ПОВЕРХНОСТИ ЦИЛИНДРА,
ПОКРЫТОГО СЛОЕМ

Н . С . Ш евяхов

Ляв показал [1], что на нлоской границе твердого тела, покрытого слоем ино­
родного материала, могут существовать сдвиговые новерхпостные волны со смеще­
ниями частиц вдоль границы. В работе [2] указывалось, что такого же типа по­
верхностные волны должны существовать и на искривленных границах твердых тел, 
покрытых инородными пленками. До сих пор, однако, этот вопрос остается неизу­
ченным. Поэтому ниже предпринята попытка доказательства существования волн 
типа Лява па поверхности твердого цилиндра со слоем.

Пусть В и В2 -  радиус цилиндра и внешний радиус слоя, материалы которых 
имеют соответственно модули сдвига |Xi, ц2 и илотпости pi, р2. Допустим также, 
что ось цилиндра совпадает с осыо z цилиндрической системы координат (г, 0, z) 
и что при распространении волн в направлении сдвига: zir= u o=0, ы ,=иг(г, 0 )e - ‘w*, 
где г -  время, со -  частота, г -  расстояние от оси цилиндра. В этом случае из урав­
нений теории упругости [1] следует, что смещения ux<v) в цилиндре (r< R it v = l)  
и в слое (R i< r< R 2, v=*2) удовлетворяют уравнениям Гельмгольца, и в соответст­
вии с принципом погашаемости и требованием ограниченности имеют вид

(1)
иг' ] =  6,|/ р(А<<1>г)е,'Р0, r< # i,

= lC 2Jp(k{t‘') r) + CsNP(k{t2) г)]е*Р*, R ^ r c R , ,

где W v>=(pv(oy^v)v? “  волповое число для сдвиговых волн, JP(kt̂ b ) ж Np(kt̂ >r)- 
функция Бесселя и Неймапа порядка р.

Решение (1) удовлетворяет также граничным условиям

(1) (2) 
Иг =  hz ,

я (1> OUz

(2)
,  (2 ) dus

dr

dr

=  0,

2̂
Я (2)диг

dr
при r= R lt

при R2

и изучается в интервале -°°< 0 < -t-°° . Поскольку при этом ось г= 0  — линия ветвле­
ния бесконечного порядка, число р можно считать произвольной положительной 
величиной (см. [2]).

Подставим выражение (1) в формулу (2) и приравняем нулю определитель систе­
мы однородных алгебраических уравнений. В результате получим соотношение

(3)
V t t i )  ^ ( Ы Л У ( Ь + Д Ы - / / ( & 2 + Д Ы * р'<Ы
Jp(U) / р ( Ы ^ ( Ь + Д | 2 ) - /М Ы '/ ( Ь + Д Ы

где a=\iikil)/\izkl ]Ru Д|г=ЛАс*2>; = R 2—R\ — толщина слоя; / / ( * )
~dJp{x)/dx, Np'(x)=dNp(x)/dx соответственно для £=|v, |2+Д£2 при v = l, 2. Урав­
нение (3) выражает связь между р и величинами a, £v, Д£г и представляет собой 
дисперсионное уравнение для сдвиговых волн в цилиндре со слоем. Присутствие 
неэлементарных фупкций затрудняет аналитическое исследование этого уравнения 
Поэтому ограничимся анализом частного случая Д£г<1 (слой малой толщины).
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Разложим, основываясь на условии Д£г<1, правую сторону уравнения (3) в ряд 
Тейлора по степеням А Ь  и применим в последующих преобразованиях членов ряда 
формулу вронскиана для функций / Р(Ы » Л'рОиК а также формулы Бассета [3].
Учитывая далее известное разложение tg х  =  х  + —  х3 + —  х ъ + . . . ,  уравнение (3)

3 1 о
приведем к виду

(4) / р,(Ы /1 Рг ' Vа
\ tg (Д|г п -**/$,*) + М Д Ы  Ы -

м ы  \ Ы  ,

Здесь М Д Ы Ы  =  (ДЫЫг-|г ь - i L ( i + i - Alt)  +0(ДЬ2/Ь 2) j  -  быстросходя

щийся ряд по степеням отношения характеризующий совместное влияние
толщипы слоя и его кривизны на дисперсионные свойства сдвиговых волн.

Допустим a priori, что для волн Лява, как и в случае плоской границы [1],
справедливо условие &}2) >  А: >  *1°, т. е. < р < Ъ  {k=p/R\ -  волновое число
волны Лява). При этом -МЕО изменяется мопотопным образом, а / / (Ы /Л > (| ‘ ) 
и из (4) следует, что решение существует, причем единственное, лишь если Л5 2 *̂0 - 
Заметим также, используя асимптотическое представление:

V (6 t ) / /p (6 i ) “ Р > 1 1>1 (см. [3]),

что при развертывании поверхности цилиндра в плоскость (5v-*°°, Д%r+hkt ,
p2/%z2~^k2/kt(‘v)i) уравнение (4) переходит, как и следовало ожидать на основании 
сделапных предположений, в дисперсионное уравнение волны Лява на плоской 
границе [1]. Эти факты показывают, что при &1 < р < £ г  уравнение (4) описывает 
дисперсионную ветвь волпы на поверхпости цилипдра, аналогичной волне Лява. 

Обратим внимание на условие

,r. h '(%«) I „  V t t i )
h ( h )  I «1=р М Ы

CD ( у )
справедливое для этой дисперсионной ветви. Учитывая, что ---------- i?i (ct -

<?*<*>
скорость сдвиговой волны), a £ i< p , под величиной p*=li будем нопимать величину
5,* -----------Л1? соответствующую предельно допустимому значению частоты co= cd\

с*<4>
При этом условие (5) можпо трактовать как условие ограничения частотного диапа­
зона для волн тина Лява снизу: cd> cd*. Граничпую частоту со* найдем из уравне­
ния (4), заменив со на со*, а р и па £4*. Для очень тонкого слоя (ДЕг*^!):

t g ( A b У 1 - Р 2 / £ 2 2 ) “  Д Ъ  у  1 -----------— ,  a Sp(Д Е г ,  0 .  Поэтому используя оценку

V (6 i)/^ p (E i) |p-̂ 6.*coSi*“ 2 получим согласно формуле (4)

с *(1> /  ^ |С*(2) \ !l /  ° ‘ (2> \ % /  ct{z)2\ Vt

СО” я Г  \VL2CiW )  \ R2- R 1 )

Отсюда следует, что в случае с,(1)->- с{2) или в отсутствие слоя (Л-+ 0, волны
типа Ляпа на поверхпости цилиндра не существуют (со*-*°°). Видно также, что эти 
волны могут существовать во всем диапазоне частот (со*-*■()) лишь в случае плоской 
границы (/?!-^оо).

Ограничение по частоте есть следствие зависимости проникающей способности 
волны типа Лява от толщипы слоя. При h-*- 0 волна проникает настолько глубоко, 
что на оси цилиндра г= 0  возникает смещение в , В результате волна типа Лява 
не успевает установиться и распадается по отдельным ветвям спектра нормальных
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сдвиговых воли в цилиндре. Заметим попутно, что аналогичное ограничение частот­
ного диапазона отмечалось ранее в работе [4] для электрозвуковых поверхпостных 
волн на поверхности пьезоэлектрического цилиндра.

Автор благодарит Л. М. Лямшева за руководство работой.
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