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РАСЧЕТ РАДИАЛЬНО КОЛЕБЛЮ Щ ЕГОСЯ УЛЬТРАЗВУКОВОГО 
ИНСТРУМ ЕНТА С Н АГРУЗКОЙ  Н А  ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Ю . И .  Б л и н ов , М .  И .  Л о г  у д и н , В . А. Ш у р и н о в

Для дискового ультразвукового инструмента коночной толщины с 
центральным отверстием расчетным путем определено резонансное зна­
чение наружного радиуса и входного комплексного механического сопро­
тивления на внешнем ободе при заданном сопротивлении нагрузки на 
внутренней цилиндрической поверхности, заданном значении внутренне­
го радиуса и толщины и известных свойствах материала. Определено 
также значение узлового радиуса и трансформированного сопротивления 
нагрузки в узле.

Ультразвуковые радиально колеблющиеся вибраторы находят приме­
нение в технологических установках для обработки металлов давлением, 
в частности при волочении труб [1 ]. В таких установках технологический 
инструмент выполняется в виде диска с  центральным отверстием, к внут­
ренней цилиндрической поверхности которого приложена нагрузка (очаг 
деформации), а внешняя поверхность возбуждается ультразвуковыми пре­
образователями. Для согласования источника колебаний с нагрузкой не­
обходимо знать акустические параметры дискового инструмента при раз­
личном сопротивлении нагрузки на внутренней поверхности. В то же время 
в литературе известны лишь методы расчета резонансных размеров дисков 
для частного случая свободной внутренней поверхности [2 ].

В настоящей работе рассмотрены условия возбуждения дискового ин­
струмента и передача энергии колебаний в объект обработки. Задача ре­
шена на основе уравнения движения осесимметричного плоского диска с 
центральным отверстием и закона Гука для осесимметричного нагружения 
диска, представленных в полярных координатах г, ср:

где о г, о9 — радиальные и тангенциальные механические напряжения, 
Е, v, р — модуль Юпга, коэффициент Пуассона и плотность материала дис­
ка, и — радиальные смещения, t — время.

Уравнение движения (1) с  учетом уравнений (2) приводится к виду

где С д = [ £ 7 р ( 1 — v 2)  Р  — скорость продольных волн в пластинах. 
Решение уравнения (3) имеет вид

(4) u = [A J l(kr )+B N i (kr) ]cos co£,
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где со — круговая частота возбуждения, Л, Nt — бесселевы функции первого 
и второго рода первого порядка, к=(й/Са — волновое число, А , В — размер­
ные постоянные интегрирования, определяемые краевыми условиями.

Диск возбуждается на ободе с координатой г=г,, распределенной по 
поверхности площадью Su радиально направленной гармонической силой 
F = F m sin о>£, а внутренняя поверхность его при г= г0 нагружена на меха­
ническое сопротивление Zn= R + iX ,  где R , X  — соответственно активная и 
реактивная составляющие. Приложенная сила уравновешивается реакцией 
диска, а реакция пагрузки уравновешивается радиальными напряжениями 
на внутренней поверхности. Амплитуда гармонической силы Fт определя­
ется через входное механическое сопротивление диска Zax= R  + iX  соглас­
но известному выражению ZBX= F m/rnum [3 ], где ит — амплитуда радиаль­
ных смещений при r = r 1? R ', X '  — трансформированные активная и реак­
тивная составляющие сопротивления нагрузки на ободе.

Краевые условия имеют вид

Orm î—idшт7ивх при г ?*!, 

OTmSb =  U b U m Z u  при т = т о,

где S0 — площадь поверхности нагружения, о rwi — амплитуда радиальных 
напряжений.

Условия (5) в соответствии с (2) и (4) приводятся к развернутому 
виду

А [ кЫо ( Лто) — (1—v + с0) Л (& Го) ] + 5  [ кг о N0 ( кг0) —
- ( 1 - ^ + с № ( к г . ) ] - 0 ,

(6) A [k r iJ0(kri) — ( l —v + c)J i (krl) ] +
+B[kriNо(Ат,) — (1—v + c )N t (Art) ] =0,

где Л, N0 — бесселевы функции нулевого порядка, Co=ipZB1 c=ipZBXy 
р =  (1—v2) со/2nhE, h — толщина диска.

Уравнения (3) — (6) остаются достаточно точными в пределах выпол­
нения условия й<0,35/к [4].

Система (6) позволяет определить нетривиальные значения коэффици­
ентов А  и В у для чего необходимо равенство нулю определителя системы, 
т.е. выполнение равенства

kryNo(krt) — ( i —v+ c)  N  Jkr^ __ кг0Хо(кг0) - ( ' 1 - у + с 0) Х { (кг0) 
kr Jo (кг i) — (1—v + c ) / j  (Лг,) kr0J0 (kr0) — (1—v + c0) A (Ar0)

являющегося уравнением резонансных частот.
Уравнение (7) подстановкой значений с и с0 приводится к виду

(8)

где

y t- ip R 'N l (kri)
=  Т +Й ,

ty i-ip R 'J ^ k r t)

■фоХо+ p lR 1h  (кго) N, (кго) 
'■...‘  ^oz+ p lR 3Jl2(kr0)

6 =

pR[%Ji (kr0) — TjJo/Vt (кго) ]

1|1=йхо/о (&г0) -  ( 1 -V —рХ) / ,  (Ат0) , 
%0=kr0N0(kr0) - ( l - v - p X ) N l (kr0), 
if1=&r1/ 0 (/cr,) — ( l - v —рХ ') Л ( йтч), 
X ^ k r f l o i k r J - t t - v - p X ^ N ^ k r J .

Уравнение (8) эквивалентно системе уравнений

Х1=Гф 1+6  pR'Jl(krl),

pR'N, (krt) = p R ‘̂ J,(kr,) - б * , .
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Исключение pRr из системы (9) приводит к уравнению

(Ю) W t ; + X . ]
Л , J +

(Аг,)
O r,) 11>1 j  -tyJiikr,)

из которого определяется резонансный радиус диска для заданной чистоты. 
В самом деле, при резонансе Х '= 0  и \|)|, являются функциями только
величины At i.

Я2 2о +у

Фиг. 1. Номограмма для определения 
резонансного наружного радиуса 
дискового инструмента при задан­
ных свойствах материала, заданпом 
сопротивлении пагрузки, толщине 
диска п .внутреннем радиусе; шкала 
а — без узловой окружности, шкала 
b — с одной узловой окружностью

Фиг. 2. График для определения
радиуса узловых окружностей

Таким образом, система (9) дает возможность определить резонансный 
наружный радиус диска и величину трансформированной активной состав­
ляющей сопротивления нагрузки R' при заданных значениях Z„, г0, р, v, 
£ , со, h.

Точное решение уравнения (10) требует большой вычислительной ра­
боты, поэтому можно предложить графический способ решения с помощью 
номограммы. На фиг. 1 представлена номограмма из выровненных точек с 
двумя параллельными и одной криволинейной шкалами для определения 
значений резонансных радиусов стальных дисков на частоте 18—22 кгц с 
внутренним диаметром не более 50 мм. Входными данными для расчета по 
номограмме являются величины 62+ ч 2, 'у. Отмечая на параллельных шка­
лах точки, соответствующие указанным величинам, и накладывая линейку 
па отмеченные точки (пунктирная прямая), можно найти решение урав­
нения (10) в точке пересечения линейки с криволинейной шкалой, пред­
ставляющей резонансные значения кг.

В некоторых случаях кроме резонансного радиуса необходимо знать и 
величину узлового радиуса гу, при котором колебательные смещения мини­
мальны. Для его определения из первого уравнения системы (6) находит­
ся величина В = —у—гб в предположении А=* 1, что возможно ввиду спра­
ведливости уравнения частот (7).

При этом
(11) ит = J  i(kr) — ч#, (кг) — ibNt (кг).
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В предположении Д = 0  и в пренебрежении затратами энергии колеба­
ний на внутреннее трение бегущей волны в диске не будет, и выражение
(11) примет вид

(12) um= J  1 (кг) — —  Nt (кг) .
'фо

Из (И ) и (12) очевидно, что третье слагаемое выражения (И ) пред­
ставляет составляющую смещения, определяемую бегущей волной, а пер­
вые два слагаемых — составляющую смещения, определяемую стоячей вол­
ной. Поэтому для узла смещений можно написать уравнение Ji(kry) — 
—'Ŷ Vi (Лгу) = 0 , откуда

/ « (кг,) 
Ni(kry)

На основании (13) построен график, представленный на фиг. 2, кото­
рый может быть использован для определения радиуса, соответствующего 
узлу смещения — гу,— по величине ^.

Для определения компонент приведенного сопротивления нагрузки Ду, 
Х у при узловом радиусе используется уравнение частот (7 ), где в левой 
части полагается г= гу, Д '= /? у, Х Г= Х У, после чего получается система урав­
нений относительно неизвестных Ду, Х у:

aRy+$X y=h+pX%,
(14)

рДу— аХу=рН % ,
где

a = p 2R  [ / ,  (Ату) Л\ (Аго) — Nt ( кгу) 7, (&г0) ],
Р {# 1 ( кгу) [ k r j 'о(кго) — ( i —v)Ji (kr0) ) —J\(kry) [kr0N0( kr0) —
— ( l —v )N l (kr0) ]+ p X [ J i (kr0)N i (kry) — J l (kry)N i (kr0) ]},

£=/V,(/er0) [ftrу/о(Ar0) — (1—v ) / , (kry) ] —/ , (kr0) [kryN 0(kry) — 
-(l-v )2 V | (A ry)], X = [k ryJ 0(kry) - ( i - v ) J l (kry) ] [ k r0N 0(kr0) -  
~ ( l - v ) N i (kr0) ] - [ k r 0J0(kr0) -  (1- v )  J x (kr0) ] [kryN 0(kry) -
— ( l —v )N i (kry) ].

Из уравнений (14) можно найти значения составляющих трансформи­
рованного сопротивления нагрузки в узле колебаний:

7?у= а Х /(а 2+^2)+ р М а Х + р Д )/(а 24-р2), ХУ=фХ/(а2+ р 2) +  
+ р § ( р Х - а Д ) / ( а 2+ р 2).

Таким образом, при заданной величине сопротивления нагрузки на 
впутрепней поверхности дискового инструмента с известным внутренним 
радиусом, толщиной и свойствами материала на основании выражений (9) 
можно рассчитать его резонансные размеры и величину трансформирован­
ного сопротивления нагрузки на его ободе, что позволяет определить энер­
гетические параметры ультразвуковой системы, включающей данпый дис­
ковый инструмент. С помощью выражения (13) можно определить узловое 
зпачение радиуса диска, что важпо при проектировании конструкции 
ультразвуковой установки.
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