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Рассчитано затухание среднего поля в волноводе со слабо неоднород­
ным заполнением.

П р и  и с с л е д о в а н и и  р а с п р о с т р а н е н и я  з в у к а  в  в о л н о в о д е ,  и м е ю щ е м  н е ­

р е г у л я р н о с т и  в  с р е д е  и л и  н а  с т е н к а х ,  в о з н и к а е т  з а д а ч а  о  н а х о ж д е н и и  з а ­

к о н а  с п а д а н и я  с р е д н е г о  п о л я .  Д л я  в о л н о в о д а  с  ш е р о х о в а т ы м и  с т е н к а м и  

э т а  з а д а ч а  б ы л а  р е ш е н а  в  р а б о т а х  [ 1 — 4 ] .  В  д а н н о й  р а б о т е  м ы  р а с с ч и т а е м  

з а т у х а н и е  с р е д н е г о  п о л я  в  в о л н о в о д е  с о  с л а б о  н е о д н о р о д н ы м  з а п о л н е н и е м .

Р а с с м о т р и м  п р о с т е й ш и й  в о л н о в о д  —  ж и д к и й  с л о й ,  о г р а н и ч е н н ы й  а б ­

с о л ю т н о  м я г к и м и  с т е н к а м и  2=0  и  z=h,  и  б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  е г о  с в о й с т в а  

н е  з а в и с я т  о т  к о о р д и н а т ы  у и  в с е  д в и ж е н и е  п р о и с х о д и т  в  п л о с к о с т и  xz 
( д в у х м е р н а я  з а д а ч а ) .  П р и м е м ,  ч т о  з а п о л н я ю щ а я  с р е д а  о д н о р о д н а я  в  л е ­

в о м  н о л у в о л н о в о д е  ( а : < 0 )  и  с т а т и с т и ч е с к и  н е о д н о р о д н а я  в  н р а в о м  п о л у -  

в о л н о в о д е  ( ; с > 0 ) ,  п р и ч е м  о т к л о н е н и е  \х п о к а з а т е л я  п р е л о м л е н и я  н е о д н о ­

р о д н о й  с р е д ы  о т  с р е д н е г о  з н а ч е н и я ,  р а в н о г о  е д и н и ц е ,  м а л о :  | ц | < 1 .  П у с т ь  

и з  л е в о г о  н о л у в о л н о в о д а  н а  п р а в ы й  н о л у в о л н о в о д  п а д а е т  н о р м а л ь н а я  

в о л н а  н о м е р а  q:
( 1 )  р(х, z ) = / V e x p  {i%qx) s i n  (kqz),

г д е  p — з в у к о в о е  д а в л е н и е ,  kq=qn/h, £ e = V / c 2 — kq2y к — в о л н о в о е  ч и с л о ,  h —  

ш и р и н а  в о л н о в о д а .  Н а й д е м  с р е д н е е  и о л е  в  п р а в о м  н о л у в о л н о в о д е .  П р и  

р а с ч е т е  м ы  в о с п о л ь з у е м с я  т е м  о б с т о я т е л ь с т в о м ,  ч т о  п о  м е р е  р а с п р о с т р а ­

н е н и я  з в у к а  в  н е р е г у л я р н о м  в о л н о в о д е  к о г е р е н т н а я  с о с т а в л я ю щ а я  з в у к о ­

в о ю  п о л я  ( с р е д н е е  п о л е )  б е з в о з в р а т н о  у х о д и т  ( р а с с е и в а е т с я )  в  н е к о г е ­

р е н т н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  п о л я ;  р а с с е я н и е  и з  н е к о г е р е п т н о й  с о с т а в л я ю щ е й  

п о л я  в  к о г е р е н т н у ю  с о с т а в л я ю щ у ю  о т с у т с т в у е т .

Р а с с м о т р и м  н е р е г у л я р н ы й  у ч а с т о к  в о л н о в о д а ,  з а к л ю ч е н н ы й  м е ж д у  

п л о с к о с т я м и  х  и  х+Ах, г д е  и н т е р в а л  Ах у д о в л е т в о р я е т  с л е д у ю щ и м  у с л о ­

в и я м :  а )  и н т е р в а л  в е л и к  п о  с р а в н е н и ю  с  д л и н о й  в о л н ы  и  х а р а к т е р н ы м  

м а с ш т а б о м  н е р е г у л я р н о с т е й ;  б )  р а с с е я н и е  н а  и н т е р в а л е  д о с т а т о ч н о  м а л о ,  

т а к  ч т о  д л я  р а с ч е т а  р а с с е я н н о г о  п о л я  м о ж н о  п р и м е н я т ь  ф о р м у л ы ,  п о л у ­

ч е н н ы е  в  п е р в о м  п р и б л и ж е н и и  м е т о д а  м а л ы х  в о з м у щ е н и й .  И з м е н е н и е  п о ­

т о к а  а н е р г и и  в  к о г е р е н т н о й  ч а с т и  з в у к о в о г о  п о л я  п о с л е  п р о х о ж д е н и я  н е ­

р е г у л я р н о г о  у ч а с т к а  Ах м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е

(2) |,{|<А,(*+Да;)>|2- \<Ая(х)>\2} =
N

=  - £ U < k n+ l2> +  < k „ -| J> })
71— 1

г д е  Aq(x) —  а м п л и т у д а  и с х о д н о й  в о л н ы  в  с е ч е н и и  х,  ап+ и  —  с о о т в е т с т ­

в е н н о  а м п л и т у д ы  р а с с е я н н ы х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  н о м е р а  п, р а с п р о с т р а й я ю -
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щ и х с я  в  п о л о ж и т е л ь н о м  и  о т р и ц а т е л ь н о м  н а п р а в л е н и я х  о с и  z, N — ч и с л о  

о д н о р о д н ы х  ( р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я )  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в  д а н н о м  в о л н о в о ­

д е ;  у г л о в ы е  с к о б к и  о з н а ч а ю т  с т а т и с т и ч е с к о е  у с р е д н е н и е .  Б  ф о р м у л е  ( 2 )  н е  

у ч и т ы в а ю т с я  н е о д н о р о д н ы е  н о р м а л ь н ы е  в о л н ы ,  т а к  к а к  о н и  н е  д а ю т  в к л а ­

д а  в  п о т о к и  э н е р г и и .

И з  р а б о т ы  [ 5 ]  с л е д у е т ,  ч т о  в  н е р в о м  п р и б л и ж е н и и  м е т о д а  м а л ы х  в о з ­

м у щ е н и й  с р е д н и е  к в а д р а т ы  а м п л и т у д  р а с с е я н н ы х  н о р м а л ь н ы х  в о л н  п р о ­

п о р ц и о н а л ь н ы  д л и н е  н е р е г у л я р н о г о  у ч а с т к а  и  и н т е н с и в н о с т и  п а д а ю щ е г о  

п о л я ,  т .  е .

(3) < | ИгГ 12> = a ,„ it | < 4 ,(я) > |2Да:.
К о э ф ф и ц и е н т ы  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  aqir  з а в и с я т  о т  т и п а  н е р е г у л я р н о с ­

т е й ;  д л я  с р е д ы  с  ф л у к т у а ц и я м и  п о к а з а т е л я  п р е л о м л е н и я  о н и  о п р е д е л я ю т ­

с я  п о  ф о р м у л е

А Ч ц2)  г гaqn± = ~ЩРъ •) J п Т2̂ {6«'i+cosl (&«-*») т2] +
—  С О

+ cos[ (/с?+/с„)т2]} exp[i(s,-i- ,̂1)Ti]^T1 c f r 2 ,

г д е  й ( Т | ,  т 2 )  —  к о э ф ф и ц и е н т  к о р р е л я ц и и  в е л и ч и н ы  щ  б о т = 1 ,  6 , „ = 0  и р и  

пФ ц.
П о л ь з у я с ь  ф о р м у л а м и  ( 2 )  и  ( 3 ) ,  п о д у ч и м  с о о т н о ш е н и е

( 4 ) Д {| <Л,> i 2 * * *> = {I <л 3 (а+Аа:) > |2-1  <Л, (о:) > 12> ==—2а„| </1, (я) > |гДх,

У \ | 1 (а 9п++ а ,п  ) .
Г 7

I

Т а к и м  о б р а з о м ,  о т н о с и т е л ь н о е  у м е н ь ш е н и е  к в а д р а т а  м о д у л я  с р е д н е й  

а м п л и т у д ы  н а  м а л о м  н е р е г у л я р н о м  у ч а с т к е  в о л н о в о д а  п р о п о р ц и о н а л ь н о  

д л и н е  э т о г о  у ч а с т к а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  с р е д н я я  а м п л и т у д а  и с х о д н о й  н о р ­

м а л ь н о й  в о л н ы  б у д е т  э к с п о н е н ц и а л ь н о  у б ы в а т ь  п о  м е р е  р а с п р о с т р а н е н и я  

э т о й  в о л н ы  в  н е р е г у л я р н о м  в о л н о в о д е ,  т .  е .

( 5 )  | О М * ) > | - М , 0 | е - “ - .

К о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  <хя в о л н ы  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е

^  ^ 4 ^  о у  00

(0) aq =  V .-^ r T -7- f  I Д (Т 1,Т2) {6 ,„+cos[ (кя—кп)х г] +
Пи 1 — со

- I -  c o s [  ( А в + А 7 1 ) т 2 ] }  eil*x' c o s ( § n T i)dxi dx2.
П у с т ь  к о э ф ф и ц и е н т  к о р р е л я ц и и  н е о д н о р о д н о с т е й  з а д а н  в  в и д е  / ? ( хи 

т > ) = з е х р ( — т ^ / т ю 2 — T 2V T 202 ) ,  г д е  т 1 0  и  т 2 0  —  х а р а к т е р н ы е  м а с ш т а б ы  н е о д н о ­

р о д н о с т е й .  Т о г д а  к о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  н о р м а л ь н о й  в о л н ы  н о м е р а  q б у ­

д е т  р а в е н

( 7 )  а„=  V -------------{ 6 ? „ + е х р [  —  (к,—кп)2 т 2 0 2 / 4 ]  +

«=■1

- I -  е х р  [  -  ( & 4 + кп)2 т 2 0 2 / 4  ] }  { е х р  [  -  ( | , — £  „ ) 2  т ,  „ 7 4  ]  +

+  е х р  [  -  ( £ , + £ „ ) 2  т , о 2 / 4 ] } .

Д л я  и з о т р о п н о й  с р е д ы  ( т , о = т 2 о = т 0 )  э т о  в ы р а ж е н и е  м о ж н о  п р и в е с т и  к  

в и д у
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(8) a , =  V - f | y  { 4 - 6 ,„ex p (-| ;-t ,V 2 )ch (1 ,4 .7 2 ) +
bron™ -7?--=l

+  exp ( —*4.72) ch (MnXo2/2) ch (U.T.V2) } .
Из формул (6) — (8) следует, что коэффициент затухания aq резко 

возрастает при приближении частоты звука к критическим частотам нор­
мальных волн данного волновода, т. е. при kh-^Nn. Однако эти формулы 
нельзя применять на самих критических частотах, так как здесь наруша­
ются условия нрименимости метода малых возмущений [5].

В формулах (6) — (8) число суммируемых членов растет при увеличе­
нии параметра /с/г, и поэтому эти формулы не удобны для расчета коэф­
фициентов затухания нормальных волн в широких (по сравнению с дли­
ной волны звука) волноводах. Получим асимптотическую формулу для ая 
при М ->-«>. С этой целью в формуле (8) выделим последнее (n = N ) сла­
гаемое, стремящееся к бесконечности при kh-*Nл, и заменим оставшуюся 
сумму интегралом; в результате при hh-*-<*> получим выражение

о .  -  ^ 1>Ут-‘  щ ( - а д  U

где

(9)

N - 1

X ch(i,|„T072) +  £  [ — б,„ e x p ( /c ,V /2 )c h ( ! ,2To72) +
71 = 1

+ ch ( - - k k qT0z— \ ch ( —  к%дt 0z V  1 -  ( k J k ) A  1 }
'  2  k> \2  / J  H - ( k J k y >

»  —  l T° exp (- /c4 o 7 2 ) [ {5,(1> +  p,l2> ],

^ l) =  ~ r  ch  (kql w / 2 )  ch (|, W / 2 ) ,

1  4  4

P„<2)=  J cli ^—  k/cqx02k-, j  ch ^—  /с|,т021 1 -%*2 j  -------
n - v

При произвольных значениях параметров /с, kq и т0 интеграл (9) не 
сводится к табличному. Этот интеграл можно приближенно оценить при
кп/к(ктъ)2<.\ и при £9/fc(/cT0) 2< l .

Пусть при заданных значениях параметров выполняется неравенство
к  /  1 \
■ — (&т0) 2 <  1. Тогда в интеграле (9) можно положить ch ( —  kkqx^kz ) «  1, 
к \  2 /

и мы получим выражение
I 1 (iJi

р‘2> «  f ch (  —  n - h 2)  - -  *-■. =  л/2  / 00^ ,T oV 2), 
J '  2 /  V I— й,2

где / 0 — функция Бесселя нулевого порядка.
При £д//с(&То)2< 1  аналогичные вычисления дают

1 л rJTf
Вд<2)«  Г ch ( — kkqj 02kz \—  Z" ._ = — J0(ikkqт 02/ 2 ) .  

J ' 2  /  У1-Ж 22 2 -
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Таким образом, при kh-*-o° имеем следующие асимптотические фор­
мулы:

(10) а , =  —<>Х„ ^  Т" - схр (-/сЧ072) {  — ch (£,gKToV2) +
1 Ъ Л2%,

+  J, ( i / c  I , т 02/ 2 ) } при <  1,
к

я<(12> &4o2
( 11) C6q =  --

2 ;
f  2exp ( - / c 4 0V2) ch (kqkNT02‘/2) +
UivA

+  J0 (ikкqt0V2) | при -р (А т 0) 2<1.
/С

Исследуем частотную зависимость коэффициента затухания первой 
нормальной волны и оценим границы применимости асимптотической

Фиг. 1

Фиг. 4. Зависимость нормированного коэф­
фициента затухания от величины кк/л

при то/&=2-40-4
Фиг. 2. Зависимость нормированного коэф­
фициента затухания от величины кк/л  

при То/Л =1,4 10-2

^  "  Р=!0 '  рЧ0~3 р-/0~* рчО '6

10

В
6
U
Z

___I------ 1--- _1___ L
О 26 27 133 №  666 667 3333 3330 Kh/я

Фиг. 2

формулы (10). С этой целью рассмотрим безразмерную величину ,/гУ 
/<р2> — нормированный коэффициент затухания волны. На фиг. 1 и 2 
представлены графики величины *fi в функции kh/л, рассчитанные па 
основе формулы (8) при различных значениях x jh .  На тех же фигурах 
точками даны соответственные значения величины ^4| найденные при по­
мощи асимптотической формулы (10). Сопоставление численных резуль­
татов, полученных по формулам (8) и (10), показывает, что при kh/zi> 26 
они разнятся менее чем на 20%, причем это различие уменьшается с уве­
личением величины kh/n. Следовательно, при kh/n> 26 коэффициенты за­
тухания нормальных волн можно вычислить с достаточной точностью по 
простой асимптотической формуле (10).

Все изложенные выше результаты были получены в предположении, 
что свойства неоднородной среды, заполняющей волновод, не зависят от 
координаты у. Обобщим эти результаты на трехмерный случай, когда ве­
личина ц является статистической функцией всех пространственных ко­
ординат. Как и ранее, мы будем считать, что левый полуволповод (#<(Р  
не содержит неоднородностей и что волна (1) падает из него на правый 
полуволновод ((Г>0), содержащий неоднородности. Расчет спадания сред­
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него поля выполним по обычной схеме на основе закона сохранения энер­
гии. Рассмотрим трубу прямоугольного сечения, образованную плоскостя­
ми у, у+ А у  и стенками волновода. Изменение потока энергии в когерент­
ной составляющей звукового поля при переходе в трубе от сечения х  к се­
чению х + к х  обусловлено рассеянием этой составляющей поля на неодно­
родностях среды, заключенной в объеме (ДхДу h), и оно дается формулой

(12) (\ук)Ъ {\А я(х+Ах)>\2- \<At(x)>\2}  =
N  2Л

=  <|an(cp)|2>dq>,
я- i  О

где an(cp) — амплитуда рассеянной цилиндрической нормальной волны 
номера п в зоне Фраунгофера но отношению к площадке (Д#Ду ) ; поляр­
ный угол ср отсчитывается от оси, проведепной из точки а;, у, 0 параллель­
но оси абсцисс.

Согласно работе [6 ], имеем

(13) < | а . ( ф )  12> = a gn(Ф) | <Лq(x ) > |2 ( Д* Ду ) , 

где
00

, T s )  {6,,,+cos [ (kq- k „ )  Tj] +a,.. (<p) =
k2<\i2>
4я \nh

+. cos[(£ ,+& „) t 3 ] }  exp{i[ ( 1 , — |n cos ф ) т , — sinq)T2]}  dxt dx2dxs,

R ( x 2l T3) — коэффициент корреляции величины \х.
Пользуясь формулами (12) и (13), мы получим соотношение (4 ), где

Следовательно, средняя амплитуда исходной нормальной волны будет у б ы  
вать по экспоненциальному закону (5 ); коэффициент затухания этой вол­
ны найдем по формуле

( 1 5 ) а.
N 7 9/ 9 Ч °°к <\х >

^ ' 'g "  | fj 1 J J J  f l (Ti> ^ ,T 3) { 6 9n+ c o s [ ( f t , - /c n)TS] +
?1 * 1 —  о о

+COS [ (Avf/cn) Тз]) exp{ i [ cos ф) т ,—gn sin фт2] } dx{ dx2 dx3 d<p.

Пусть коэффициент корреляции неоднородностей задан в виде Д (т,, 
т2, т3)= ех р  (—т 2/ т о 2) ,  где т?= т ,2+ т 22+тз2. Тогда в формуле (15) все инте­
гралы сводятся к табличным [7 ], и мы получим выражение

Y ,  Л Т°9^ * exp ( - f t 2T02/ 2 )  |ch (kqknт 07 2 )  +

+  exp(*ff4oV2) | /o (il^ iT 0V2).

Найдем асимптотическое выражение для коэффициента затухания 
нормальной волны при kh-+<x>. С этой целью в формуле (16) заменим сум­
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му интегралом и вычислим этот интеграл. В результате получим следую­
щее асимптотическое выражение:

(17) а а =
Уд т0:1кь<[х2> 1

ехр(—/Гто2/2) J cli | К  к2хг
к  2 Iк Л X

Х Л (‘
,  /с2т„: 
к  2

V I - 7с г2)  die, =
Уд т0/с3<р2)

2 ^

Согласно этому выражению, коэффициенты затухания нормальной 
волны при /сто<1 и при &т0> 1  будут соответственно равны Уя<р2>/сЧ0V 
!2\q и Уд<ц2>/с3т0/2 ^ .

(D/2 -t, гц сиД), aj(n >, м-t a,dИ), .м-« а, .м->

4 1,3-ю -1' 3,3-10“ 10 3,5*10—15 1,6 • 10—11
20 4,3*10—10 1.М 0-8 2,2-10—12 4-10“ 10

юо 1,1 * 10—8 2;7-10“ 7 1,3-40—9 9,8-10 -9
500 2,7 10-7 6,8-10—6 1,9-Ю-7 2,3-10—7

Для примера в таблице приведены коэффициенты затухания первой 
нормальной волны в волноводе, найденные по формуле (17) для некото­
рых значений параметров неоднородностей и волновода. Коэффициенты

<о (id он) <Xi , c&i и а у получены соответственно при следующих значениях па­

раметров: I — то=70 м, <д2>=10~!'; II — т0=70 м, <р2>=25* 10“9; III — т0=  
= 1  м, <р,а>= 5-10“8. Для всех трех случаев принято fc=5000 м, с =  
=1500 м/сеп.

Для сравнения в этой же таблице дан коэффициент затухания сс, обус­
ловленный поглощением звука в морской воде. Величина а  получена пу­
тем экстраполяции на низкие частоты экспериментальных данных [8].

На основе закона сохранения энергии можно рассчитать затухание 
среднего поля в волповоде и при других типах нерегулярностей, например 
при наличии малых неровностей на стенках волновода.

Пусть стенки волновода заданы уравнениями z= 0  и z=h+t>(x, у ) у где 
£(т, и) — статистическая функция точки, |fc£|<l, | V£|<1. Найдем коэф­
фициенты затухания нормальных волн в этом нерегулярном волноводе. 
Выполнив соответственные вычисления, мы получим для коэффициента 
затухания aq, обусловленного рассеянием звука на неровностях, формулу
(14), где, согласно работе [6 ], величина aqn(ф) дается формулой

(18)

-  f n s i n < p T 2] }  dxl dx2,

со

J j  R (т,, Xi) exp {i[ £ ,-| „  cos ф) т,-
— x>

где R (Tb т2) — коэффициент корреляции неровностей.
Пусть коэффициент корреляции равен ехр (—т2/т 02), где t2=T i2+ t22, 

То — характерный масштаб иеровпостей. Выполнив интегрирование в фор­
мулах (14) и (18), мы получим следующее выражение:

N

л<£2> V / c „ V

п= 1 2 tnh*

X  ехр [ -  ( ! „ —! , ) 2 т07 4 ] .

{Л (iI,|nT„V2) ехр (—i,SnToV2)} X
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При kh-*-oо в этом выражении сумму можно заменить интегралом, и асим­
птотическая формула для коэффициента затухания будет иметь вид

< £ 2 >  к 3к  2 т  2 i
(19) а ч =  °- 2 ) е х р ( - ^ Т о 2/2 )}Х

X exp [ -  Tcz2 dHz,

где kx= i  1—%Д
В формуле (19) интегрирование удается выполнить при йт0< 1  и при 

ggT0> l .  Асимптотическое значепие коэффициента затухания нормальной 
волны номера q равно <^2>/c3fc(,4o2/6§,7ft при йт0< 1  и <^2>7с//^й при £«д0>  
> 1 . Например, при значениях параметров со/2л=4 гц , й=5000 лс с =
=  1500 м/сек, т0=35 jw, У<Хг>= 1 м имеем ost~ o - 10—12 м~1. При уменьшении 
ширины волновода величипа а, быстро увеличивается.
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