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РАССЕЯНИЕ ПЛОСКОЙ АКСИАЛЬНО-СДВИГОВОЙ ВОЛНЫ  
КРУГО ВЫ М  ПЬЕЗОПОЛУПРОВОДНИКОВЫ М ЦИЛИНДРОМ

Л . М . Л ям гиев, I I .  С. Ш ев я хов

Дано решение задачи о рассеянии плоской сдвиговой волны круговым 
пьезополуироводниковым цилиндром, принадлежащим, как и внешняя 
среда, к пьезоэлектрикам гексагонального класса CW (6 т т ) .  Установ­
лено, что при определенных значениях сверхзвукового дрейфа возможно 
усиление волн, рассеянных цилиндром. Обсуждаются типы волн в ци­
линдре, при раскачке которых дрейфующими носителями заряда проис­
ходит усиление рассеянных волн.

До настоящего времени в акустике изучалось рассеяние волн деформа­
ции на включениях из твердого непьезоэлектрического материала. Лишь 
педавно, в связи с потребностью более точного описания рабочего процесса 
пьезопреобразователей в твердой среде, появились работы [1, 2 ], где при 
решении граничных задач учитывалось наличие пьезосвойств. Интересное 
следствие учета не только пьезоэлектрических, по и полупроводниковых 
свойств рассеивающей среды — усиление рассеянных волн при сверхзву­
ковом дрейфе носителей заряда в кристалле вдоль границы, обсуждалось 
в работах [3, 4] для частного случая рассеяния (отражения) ультразвуко­
вой волны плоской границей кристалла. Можно ожидать, что аналогичное 
явление будет иметь место и в более общем случае рассеяния ультразву­
ковых волн пьезополупроводниковым включением с искривленной гра­
ницей.

Покажем это на примере рассеяния плоской аксиально-сдвиговой вол­
ны круговым ньезополупроводниковым цилиндром радиуса R. При этом 
в отличие от работы [2] предположим, что среда вне цилиндра (r> R ) 
является пьезодиэлектриком, в пределах цилиндра (r< R )  имеет место 
азимутальный дрейф носителей заряда, а для описания электрических 
полей достаточно ограничиться квазистаткческим приближением [5].  Во­
проса технической реализации азимутального дрейфа носителей мы здесь 
рассматривать пе будем.

Исходя из соображений простоты решения допустим, что материалы 
цилиндра и внешней среды, параметры и поля которых условимся разли­
чать индексами v = l ,  2 соответственно, принадлежат к классу CaV гексаго­
нальных пьезоэлектриков и ориентированы в цилиндрической системе ко­
ординат (г, 0, z) таким образом, что оси Сь кристаллов совпадают и парал­
лельны оси z цилиндра, вдоль которой происходят смещения частиц в па­
дающей волне (см. фиг. 1). В этом случае, ограничиваясь рассмотрением 
нормального падения волны на цилиндр, приходим к выводу, что во всех 
волнах единственной отличной от нуля составляющей смещения является 
аксиальная составляющая uz= u z{r, Отличными от нуля механи­
ческими напряжениями Tih и компонентами вектора индукции Dj являют­
ся при этом (см. [5, 6]) *

* В дальнейшем временной мнолштель охр(—t o t )  будем опускать.
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пьезоэлектрический и диэлектрический модули, \|?v — потенциал электри­
ческого поля.

Проблема согласования полей деформации и электрических полей с уче­
том дрейфа в пьезополупроводнике решается наиболее просто, если дрей­
фовое поле сэо в цилиндре 
(г<Д , v = l )  является неодно­
родным и имеет составляю­
щие <% ог = ё > ‘ Ог“ 0 ,  ( §  о у === ССГ,
где а  — постоянная, опреде­
ляемая способом создания 
дрейфа. Поэтому, используя 
уравнения движения твердых 
сред [6], линеаризованные 
стандартным образом уравне­
ния проводимости материала 
цилиндра (см., например,
— Р /Ра?Рение фиг. 1. Картина падения плоской аксиально-
— (v —2)4jte/V, где е — эле- сдвиговой волны па пьезополупроводниковый
мептарный заряд, N — кон- цилиндр
центрация носителей заряда в пьезополупроводпике, получим с учетом (1),
(2) следующие уравнения для определения полей деформации и электри­
ческих полей
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для сдвиговых волп, L<1)= /p ,(g ,0V )+ /D V 2-bio) — линейпо-дифференциаль- 
иый оператор, /  — фактор ловушек, D — коэффициент диффузии, а0 — про­
водимость пьезополупроводника и ц — подвижность носителей заряда.

В соответствии с формулой (3) и принятой картиной падения волны 
на цилиндр (фиг. 1), результирующее смещение частиц и имеет вид
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0 , 1, 2 , . . . ,  Я^> (/с2г) — функция Хапкеля первого 

а Ьп и — коэффициенты, подлежащие определе­

нию. Выражения (5), (6) — решения соответственных уравнений (3), 
удовлетворяют требованию погашаемости на бесконечности [8] и ограни­
ченности решения при r<R.

Потенциалы электрических полей являются решениями уравнений
(4) и в соответствии с требованием ограниченности при r < R , r > R  могут 
быть написаны следующим образом:
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где 6 = i—  (^ + 1 — )  — поправка на свойства проводимости материала 
(О \ (|)х>/

цилиндра, (Ос= ^я0 о/г1 — частота релаксации проводимости, со/о)и= 
=fD/6W /со, coD — диффузионная частота, =/с,|0=о, Т= 1—f\i&n/k[0) —

параметр дрейфа, x=A^0,  ̂ 1—  ̂ , /« (х г ) — модифицирован­

ная функция Бесселя. В выражениях (7 ), (8) первые слагаемые пред­
ставляют потенциалы электрических полей деформации, а члены, объеди­
ненные в суммы, являются потенциалами неоднородных волп электриче­
ского поля, которые возникают у границы вследствие пьезосвойств.

Для определения коэффициентов апу 6n, сП1 dn и g n воспользуемся гра­
ничными условиями

выражающими соответственно непрерывность сдвигового напряжения Trz, 
деформационного смещения uZy электрического потепциала ф и радиальной 
составляющей вектора индукции Dr. Кроме того, используем условие ра­
венства нулю нормальной составляющей вектора плотности тока на грани­
це пьезоиолупроводникового цилиндра и внешней среды

4 л а 0

et dr
подразумевая, что процессы рекомбинации и захвата носителей на поверх­
ностные уровни отсутствуют. Это оправдывается по меньшей мере в тех 
случаях, когда скорость поверхностной рекомбинации носителей мала, 
а длина ультразвуковой волны Я велика по сравнению с дебаевским ра­
диусом rD.
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Подставляя выражения (5) — (8) в граничные условия (9), (10), полу­
чим после преобразований неоднородную систему алгебраических уравне­
ний, решая которую, находим
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Прежде чем приступить к обсуждению проблемы усиления волн, рас­
сеянных цилиндром, отметим, что, согласно результатам работ [3, 4, 9], 
следует различать два вида усиления волн при отражении (рассеянии), 
а именно: усиление волн, отраженных (рассеянных) от пьезополупровод- 
никового кристалла в условиях резонанса совпадения, так называемое ре­
зонансное усиление, и усиление волн, отраженных (рассеяпиых) границей 
пьезодиэлектрика, отделенного тонким зазором от полупрово/щика с дрей­
фующими носителями заряда (граница со структурой усилителя разделен­
ных сред). Второй вид усиления в отличие от первого уместно назвать 
псевдорезопансным усилением, так как максимум усиления связан не 
с проявлением границей акустических резоианспых свойств (граница со 
структурой усилителя разделенных сред не допускает резонанса совпаде­
ния) , а вызван наиболее эффективным проникновением пьезополя со сто­
роны кристалла в полупроводник. Ограничимся ниже анализом случая 
резонансного усиления волн.

В условиях резонанса совпадения скорость «следа» падающей извне 
на пьезополупроводниковый кристалл ультразвуковой волны вдоль грани­
цы совпадает с фазовой скоростью так называемых нормальных волн в кри­
сталле, а сам факт резонанспого усиления выражается в неограниченном 
увеличении амплитуды отраженной волны при определенных значениях 
сверхзвукового дрейфа носителей заряда в пьезополупроводнике. В связи 
с тем, что при этом пьезопол у проводник совершает колебания, близкие по 
своей структуре к собственным колебаниям ненагруженного внешней сре­
дой, непроводящего пьезоэлектрика, можно заключить, что усиление отра­
женной волны является следствием акустоэлектрической неустойчивости 
границы, развивающейся под влиянием сверхзвукового дрейфа на резо­
нансных формах колебания кристалла.

Неограниченное увеличение амплитуд волн не может иметь места 
в действительности (см. [10, И ])  ввиду наличия нелинейных эффектов и 
прежде всего эффектов нелинейного акустоэлектрического взаимодействия. 
Эти эффекты в работах [3, 4] не учитывались. Несмотря па это, линейный 
подход к решению проблемы отражения (рассеяния) волн деформации 
пьезополупроводниковыми кристаллами оправдывает себя (ср. теоретиче­
скую работу [3] и экспериментальные результаты работ [10, 11]) в тех 
случаях, когда необходимо выяснить условия наиболее эффективного ре­
зонансного усилепия, а также установить структуру и тип воли, на которых 
происходит усиление.

Следуя развитому в работах [3, 4] линейному подходу, для определе­
ния условий возникновения резонанспого усиления волн, рассеянных ци­
линдром, приравняем нулю знаменатель выражений (11), т. е. потребуем, 
чтобы при некотором п¥= 0 выполнялось равенство

(12) [х ,- ( i + a v e )  I , -  ХгЪ  ]  -  и <2=0.
L h  (Ы  Н(»(Ъг) J еэфй

Уравнение (12) позволяет определить спектр собственных частот и за­
тухание собственных колебаний пьезополупроводникового цилиндра, жест­
ко заделанного в пьезодиэлектрическую среду. Это уравнение можно так­
же рассматривать как дисперсионное уравнение для сдвиговых волн 
в цилиндре, распространяющихся вдоль цилиндрической границы пьезо­
полупроводникового кристалла при взаимодействии с внешней средой в па- 
правлении положительного отсчета азимутального угла 0 ( п > 0). В общем 
случае определение корней уравнения (12) сопряжено со значительными 
математическими трудностями. Поэтому ниже мы ограничимся анализом 
уравнения (12) применительно к случаю цилиндра больших волповых раз­
меров |§,|, £г>1 в области достаточно низких ультразвуковых частот 
g>2< ci)d(Oc, полагая, что внешняя среда не является пьезоэлектриком (р2=0,

1 0 0



Яг'=Я 2) ,  а материал цилиндра характеризуется слабой электромеханиче­
ской связью Так как при этом |£|»||1|, |2, то на основании
асимптотических оценок для модифицированной функции Бесселя [12], 
приходим к выводу, что в интересующей области чисел л<»||||, g2 : A d ,

g

+  —  (1+ 6 ), a 1+6. В результате уравнение (12) примет вид
е 2

[ v a + x . m J n ( h )  , ,  я г ’ а . ) !

в !(1+ б) -I"1
е2 J 0.

Здесь, основываясь па асимптотическом представлении функций /„ (£ ,)  
и H #  (|2) полусходящимися рядами Дебая [12], можно считать, что при
* > | Ы .  6а

а п ри  w < | | i| , |2

Анализ показывает, что при п > 0 удовлетворить уравпепию (13) мож­
но, если | ^ ij< «< | 2 или я<||,|, |2. Тагам образом, резонансное усилепие 
волн возможно в двух случаях: 1) | | < к < к 2 и 2) к < к 2, | Art | ^ k f \

где k=*n/R — волновое число сдвиговых волн, распространяющихся в пьезо­
полупроводниковом цилиндре. Выразим в формулах (14) и (15) п через А, 
а затем подставим их в формулу (13). После этого, приравнивая нулю в от­
дельности вещественную и мнимую части левой стороны уравнения (13) 
и пренебрегая малыми высшего порядка, получим в каждом из случаев 
следующие системы уравнений:
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Из уравнений (16), (17) следует, как и в случае плоских границ 
[3, 4 ], резонансное усиление возможно только при ч<0, т. с. в условиях 
сверхзвукового дрейфа, что вызвано необходимостью скомпенсировать по­
тери на излучение во внешнюю среду в сдвиговых волнах, распространяю­
щихся в цилиндре. Это достигается при ч < 0  поступлением соответственной 
части энергии от дрейфового потока носителей в волну деформации; вол па 
поэтому распространяется стационарно, т. с. не затухая и не усиливаясь
(Л*>0, п > 0) .

Из анализа уравпений (16) напрашивается вывод, что в случае 
к <к<к2 усиление осуществляется на сдвиговых поверхностных волнах,
аналогом которых для плоских границ являются волпы Гуляева — Блю- 
штейпа [13, 14]. Действительно, условие /с>/г(10) отражает характерное 
для этого типа волп уменьшение фазовой скорости v=<a/k по сравнению со 
скоростью распространения сдвиговых волн ctx=(o/k^  в материале цилинд­
ра. Кроме того, при /?-*■«>, ta=0 и в отсутствие проводимости (ч=1, 
<ос/о)=о)/сох>=0) уравнения (16) переходят, как и следовало ожидать па 
основании сделанного вывода, в дисперсионное уравнение работы [13].

Отметим, что дисперсионная ветвь сдвиговых поверхностных волн но­
мера п>||,| (к>к j0)) уже отмечалась в работах [15, 16], где рассмат­
ривалось распространение сдвиговых волн вдоль цилиндрической границы 
пьезоэлектрика класса C6V с вакуумом. Важно подчеркнуть, что указанная 
дисперсионная ветвь присутствует в спектре общего решения уравнения
(13) лишь в том случае, если материал цилиндра обладает пьезосвойства­
ми. Покажем это на примере волн, распространяющихся вдоль свободной 
границы ньезодиэлектрпческого цилипдра (проводимость материала не 
играет существенной роли). Соответственное дисперсионное уравнение 
было получено ранее в работах [15, 16] и вытекает как частный случай из 
уравнения (13), если принять: Х2= 0 , 6 = 0  (gi-»-£j0)) , т. е.

В области значений |j0)<rc функция / п(^1(0)) изменяется монотонным 

образом [12], а / п, (^1(0>) / / „ ( | 1<0>) > 0 и удовлетворяет условию
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In (h m )/Jn (gi<0)) I„_5W </»'(| i<0>) / / .  (|i<0)) < 1 . Поэтому уравнение(18) имеет 
при га>£(,0) решение, притом единственное, если

Так как 1 / ° = — Л, то условие (19) равносильно условию <о>ы\
Си

которое означает, что в случае цилиндра имеется граничная частота о)\ 
ниже которой дисперсионная ветвь с л > £ i0) не существует. Так же как
при gt<0) =  — Л<£>{ 0)< п 1 уравнение (18) будет иметь решение и в слу-

c ti

чае (о-*-со‘ (тг, g1(0,-*-|[0)) . Поэтому осуществляя в уравнении (18) ука­
занный предельный переход, получим формулу

которая отражает одпозначную связь между величинами Ж {®} и о>\
На фиг. 2 представлена графически зависимость величины

.*<•>* ( i + i L ) - ' от £,(0) , рассчитанная по формуле (20). Пользуясь этой

кривой, можно определить, задаваясь величиной Ж[*]  ̂1 + — j  , харак­

терную для каждого пьезоэлектрика граничную частоту со* при заданных 
размерах цилиндра. Видно, в частности, что при Ж  Г -^ 0 , о * -о о , т. е. 
волна номера rc>|i0) не может существовать на поверхности непьезо­
электрического цилиндра. Лишь при Ж in):̂ 0  и /?-*-<» (плоская граница) 
эта волна существует во всем диапазоне частот со>0, так как о)*->-0.

Ограничение по частоте является следствием зависимости проникаю­

щей способности волны с л>||0) от ур[0) и R. При Ж[0У<  1 проникаю­

щая способность этой волны очень велика. Поэтому на низких частотах
(1)< о )в, когда длина волны К=2к/ k[0)~R,  на оси цилиндра г= 0  возни­
кает сдвиговое смещение и^ФО.  В результате этого волна номера / г >

> | i0) не успевает установиться, распадаясь по отдельным ветвям спектра 
волп дисперсионного уравнения (18) с С ростом <о, \/ R-+ 0 и
волна приобретает свойство поверхностной локализации ((о>о)*).

Подводя итог всему, что касается особенностей проявления резонанс­
ного усиления при /с(10)< /с< /с2, отметим, что этот вид усиления является
прямым обобщением на случай искривленных границ резонансного уси­
ления, описанного в работе [4 ], и что влияние кривизны границы вы­
ражается в ограничении волновых размеров цилиндра £(,0), допускающих 
резонансное усиление, некоторым минимальным волновым размером 

=(jfRfctt.
Рассмотрим теперь случай к[ 0 ) , к2>к.  Из уравнений системы (17) 

видно, что волны, возникающие в цилиндре, представляют собой сдви-



т-0,7 -
W l4 *

0,5 -

говые поверхностные волны, удержи­
ваемые кривизной границы [17, 18]. 
В этом можно убедиться, если учесть, что 
условие fr\0)>fc отражает характерное для 
этого типа волп увеличение фазовой ско­
рости i?=o)/к по сравнению со скоростью 
сдвиговых волн в материале
цилиндра (см. работы [17, 18 ]). Этим 
также объясняется то, что при Я-*-00 
или А2= Я ,(1 + # 12), когда разрыв мате­
риалов цилиндра и внешней среды но уп­
ругим свойствам отсутствует, граница 
теряет способность удерживать волну и 
системе уравнений (17) невозможно 
удовлетворить ни при каком к > 0. Необ­
ходимо отметить, что в соответствии с 
требованием большей жесткости внеш­
ней среды по сравнению с жесткостью 
материала цилиндра A2>A,i(i+.KY“), кото­

рое вытекает из второго уравнения (17), лучи расходящейся цилиндри­
ческой волны входят во внешнюю среду под углом ср<<р0, при

р2/р ,> 1  или ф>ф„, при 1  < - ^ - ( 1 +.К1г) < р 2/р1,где ф о-угол
Al Ai
скольжения луча поверхностной волны (см. фиг. 3 ), pv — плотность мате-

10 ш 15 20

Фиг. 2. Кривая зависимости ве­
личины •#70>2 (l+ e i/ег)-1 от кри­
тического волпового размера ци-

*«»•липдра fei = — Н
си

Фиг. 3. Картина иреломления лучей па границе цилиндра и внешней 
среды в условиях резонанса совпадения на поверхностных волнах, удер­

живаемых кривизной границы

риала. В отличие от изученного выше случая резонансного усиления при 
/с<1°> <А :< /с2 рассматриваемый случай усиления возможен только при рас­
сеянии от искривленных границ и до этого нс был описан в литературе.

В заключение отметим, что полученные нами результаты соответст­
вуют случаю низких ультразвуковых частот co’< codG)c и находятся в хо­
рошем соответствии с результатами [19], где при построении решения 
аналогичной задачи ограничение частного диапазона условием ci)2< g)j>o>c 
являлось исходным предположением и вместо граничного условия (10) 
использовалось условие разрыва нормальной составляющей вектора элек­
трической индукции, полученное в работе [20]. Решение, обсуждавшееся 
в работе [19], соответствует в формулах (11) замене @->1+8, Л->1,

2

Q-»-l + — (1 + 6 ), V ( 1 4 ^ i 26 ) ^ , ( l + — .
е2 V 1 + 6 /
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