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Исследованы эффекты, связанные с распространением случайпо- 
модулированного сигнала в нелинейной среде без дисперсии. На основе 
точного решения уравнения Бюргерса проведен анализ статистических 
характеристик низкочастотных составляющих, возбуждаемых интенсив­
ной квазимонохроматической волной. Изучены спектры п вероятност­
ные распределения для различных значений индекса амплитудной моду­
ляции и акустического числа Рейпольдса. Отмечена возможность из­
мерения в среде неизвестных априори параметров амплитудной моду­
ляции исходного сигнала.

Взаимодействие спектральных компонент модулированного гармони 
ческого енгпала, распространяющегося и нелинейной среде, приводит, 
как известно, к параметрическому возбуждению низкочастотных состав­
ляющих спектра [1—3]. Интересно, в частности, рассмотреть случайную 
модуляцию высокочастотного сигнала, когда в нелинейной среде генери­
руются шумовые низкочастотные волны. Как и для регулярного сигна­
ла, эффективность процесса определяется величиной акустического числа 
Рейпольдса Re. При Re-*-<», когда распространение акустической волны 
на начальной стадии описывается решением Римана, для анализа стати­
стических характеристик ноля применим математический аппарат, раз­
работанный в [4—6]. Однако для определения доли энергии волны, пре­
образованной в низкочастотную часть спектра, необходимо учитывать 
диссипативные эффекты. В настоящей работе статистический анализ низ­
кочастотных компонент проводится на основе уравнения Бюргерса.

1. Пусть на входе в нелинейную среду задана квазимонохроматиче- 
ская волна

( 1) v0(t) =  {A0+ o a ( t ) ) sin(<OoH-cp(0).

Здесь A 2! 2, a2/ 2 — соответственно энергия регулярной и флуктуирующей 
компонент сигнала, а{1) — нормированные флуктуации амплитуды, ф(/) — 
флуктуации фазы. Распространение акустической волны конечной амп­
литуды описывается уравнением Бюргерса
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где р и ц — параметры, характеризующие пслинейпость и вязкость (см., 
например, [2] ) ,  x = t —x/c, с — скорость волны в линейной среде. Уравне­
ние (2) заменой перемеппых [7]
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сводится к уравнению диффузии
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Учитывая малость изменения амплитуды на периоде колебаний, гранич­
ные условия для вспомогательного поля U запишем в виде

(5) U (т, 0) =  exp { (Rep +  Re* а (т)) cos 0 (т)} =

= U  (Rep +  Reф а ( т ) ) +2  ^  / п (Rep +  Re,j, а ( т ) ) cos ( т ) .
п — 1

Здесь / „  (у) — модифицированные функции Бесселя, 0 (т) = о)0т+ф ( т ) , 
Rep=^oP/2p,co0t Неф=ор/2цсо0 — акустические числа Рейнольдса регуляр­
ной и флуктуирующей компонент. В формуле (5) мы пренебрегли флук­
туациями частоты входного сигнала, что допустимо, если ва/>(рхх"  (Л0+  
+О)/(О0.

Первое слагаемое в (5) описывает низкочастотные компоненты вспо­
могательного поля U, а остальные — спектральные составляющие U на 
кратных частотах (о=ш о0. В силу нелинейной связи и и U (3) высшие 
гармоники U дают в общем случае вклад и в низкочастотную область 
спектра у(т, х ).  На основе (5) нетрудно показать, что ширина спектра 
низкочастотной части U равна  ̂— ширине спектра амплитудных флук­
туаций исходного колебания v0(t) при Re<t><l и равна у Иеф при Re,j,>l. 
Таким образом, при условии maxff ,  'YRe(l,}< (o 0 спектр низкочастотной 
компоненты U не перекрывается с высшими гармониками. Следователь­
но, при
(6) (nfflo2) ' ' « K m i n { ( n f ) - ,1 (irfRecj,2) - '}

высшие гармоники U (т, х) и соответственно 1>(т, х)  уже сильно подав­
лены за счет затухания (4), а низкочастотные компоненты U еще пе из­
меняются. Физически это означает, что область формирования низкоча­
стотной части v и область, где происходит ее искажение за счет нелиней­
ных или диссипативных эффектов, пространственно разнесены. Поле 
у(т,  х)  при этом практически не зависит от расстояния от входа в не­
линейную среду и, как видно из (3) — (5), связано с амплитудой падаю­
щей волпы соотношением

(7) v (т, х)  = -  1 ln (ReP+Re,f а ( т ) ) )  = -  /  (ReP+Re,„ а ( т ) ),
[j О X О) о

где f ( y )= h (y )/ Io (y )  ( / Ы ~ * / / 2  при у <  1; / ( * / ) -1  при у >  1).
2. При малых индексах амплитудной модуляции, когда Re(j,/Rep< l ,  

из (7) имеем
Odx

(8) v { x , x ) = ---------- /(R eP).
CDo

Следовательпо, спектр и вероятностное распределение медленных со­
ставляющих ноля совпадают по форме с аналогичными характеристиками 
производной от амплитуды исходной квазимонохроматической волны. От­
носительная доля энергии флуктуирующих компонент, преобразованная 
в низкочастотную часть спектра, пропорциональна квадрату относитель­
ной ширины спектра пьедестала начального поля и определяется величи­
ной числа Рейнольдса регулярной компоненты. При ReP< l  перенос энер­
гии в низкочастотную часть спектра осуществляется за счет одпократно- 
го взаимодействия гармоник пьедестала с дискретной липией на со=о)0, 
и о„= о  Re,, ч/2(о0. При Rep» l  энергия продетектированиого сигнала не
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зависит от амплитуды регулярной волны и величины нелинейных и дис­
сипативных параметров среды (5 и ц и существенно больше, чем при 
Rep< l .

3. В случае перемодуляции (Кеф^Бор) статистика низкочастотных со­
ставляющих волны уже не совпадает со статистикой производной от ам­
плитуды падающей волны. Определим сначала вероятностное распределе­
ние продетектировапного сигнала, считая, что регулярная компонента 
поля отсутствует (Rep= 0 ). Воспользовавшись (7) и учитывая четность 
функции Бесселя нулевого порядка, выразим вероятностное распределе­
ние поля W(v, х) через совместную плотность вероятности нормирован­
ной огибающей и ее производной Wa,a'(%, ц ):

О

—<PqP \ d%
а/(ВеФ6)/ /(Ввфб)-

Формула (9) позволяет, в частности, найти вероятностное распределе­
ние низкочастотных компонент волны для гауссовой статистики входного 
сигнала v0(t) *. В этом случае огибающая а(т) и ее производная а / ( т )  
статистически независимы, причем а имеет релеевское, а а/ гауссово рас­
пределение [8]. При Беф< 1  можно разложить в формуле (9) / (Б еф£) 
в ряд по степеням Неф и, ограничиваясь первым членом, получить

W (v ,x )  =
(Do

——----- exp
о Re.j, if

2Ы со0 1 
a Re,], у J 9

где у — ширина энергетического спектра исходного поля. Таким образом, 
продетектированная компонента при Беф< 1  имеет экспоненциальное рас­
пределение, а энергия ее равна о2 ЙеФ2 у2/2(о02.

В противоположном случае больших чисел Рейнольдса профиль мед­
ленных составляющих совпадает с профилем производной от огибающей, 
за исключением областей, где амплитуда волны обращается в нуль (7) 
(ширина этих областей пропорциональна ("fRe*)“ ' ) .  Для W (и, х)  в этом 
случае находим из (9)

СОо Г 1>2О)02 1
- = -----ехр < ------------К
У2коу I 2 o2f >

где поправки к W (v , х) пропорциональны Re*,"'. Итак, при Веф> 1  мед­
ленные компоненты имеют нормальное распределение, а доля энергии 
квазимонохроматической волны, перенесенной в низкочастотную область 
спектра, равна о2у2/(о02. Отметим, что в отличие от начальной стадии рас­
пространения волны, когда вероятностное распределение поля при Иеф> 1  
определяется статистикой амплитуды квазимонохроматической вол­
ны [9],  на достаточно больших расстояниях форма и дисперсия распре­
деления W (v , х) зависят от статистических характеристик производной 
от огибающей.

4. Для определения спектрального состава низкочастотных волн, па­
раметрически возбуждаемых при распространении квазимонохроматиче­
ской волны, целесообразно воспользоваться первой из формул (7), пред­
ставляющей v(%, х) через производную от некоторого процесса z ( т), свя­
занного с огибающей а {т) нелинейным преобразованием
(10) z (т) =1п / 0 (Иеф а ( т ) ).
Соответственно для спектра Sv(co, х) имеем

(И ) Sv(a>,x) =  ̂ —. a 2Sz((o).

* Можно показать, что влияние частоты на статистику низкочастотных компо­
нент поля в этом случае несущественно.



Рассмотрим случай гауссовой статистики входного поля u0{t).  Для 
определения спектра Sz( со) воспользуемся двумерным вероятностным рас­
пределением огибающей квазимонохроматического сигнала [8],  разлагая 
которое по полиномам Лаггера Ln{0) ( у ), можно представить корреляцион­
ную функцию Bz(р) в виде ряда по степеням 5 0(р) — огибающей коэффи­
циента корреляции исходного ноля:

со

(12) Яг( р ) = £ с Л ? „ 2п(р),
П—0

где
то

(13) с„ =  J J/ln /o (R e 4li /)Z ,r  (у2/2)е~“'п  <1у =
О

=  ~ 7  \yne - y~ [ l n I 0( R e j2 y ) ] d y .  
п\ J dy11

При малых числах Рейнольдса преобразование (10) эквивалентно ква­
дратичному детектору z= R e(tra2/4 , и в разложении (12) отличны от нуля 
только первые два члена. Для спектра поля Sv((o> х)  при этом имеем 
из (11) —(13)

£„((■), ж) =  °  ^ °— ~  - S o f a ) ®  S„(<о),
4 (Qo

 ̂ ■
где ib’o(cd) — -----  f/^o(р )cos <ор dp. Таким образом, при ИеФ< 1  спектр мед-

2л J— оо

лепных составляющих продетектировапного гауссова шума пропорциопа- 
лен свертке спектра исходного колебания, поскольку в среде с сильным 
затуханием существенны лишь однократные процессы нелинейного взаи­
модействия гармоник.

При Кеф> 1  и а Ж сф "1 для преобразования (10) справедлива аппрок­
симация z=Ro«i>|a|. Спектр поля и(т, х) при этом можно представить в 
виде

(14) (« , ж) =  ^  { - £  50 (со) ®  50 (со) +

оо

+  V  Сп (Re*) 50 (со) ®  . . .  <g! So (0))| .
п = 2  in  / .

Коэффициенты сп близки к соответствующим коэффициентам ряда для ли­
нейного детектора [8].  Разложение (14) сходится достаточно быстро: так, 
первый член ряда (14) содержит 78,5% полной энергии волны, преобра­
зованной в низкочастотную область спектра. Из-за наличия крутых фрон­
тов в профиле продетектированной компоненты (в областях, где ампли­
туда обращается в нуль (7))  спектр ноля Sv будет спадать достаточно 
медленно. Закон спадания спектра определяется высшими слагаемыми в 
разложении (14). При Re*-»-<» спектр Sv был бы пропорционален 
конечность же числа Рейнольдса приводит к конечной ширине ударного 
фронта волны, и, следовательно, степенной закон спадания спектра спра­
ведлив лишь до некоторой частоты о)*^(^Рвф)7 выше которой спектр 
Sv быстро уменьшается. В заключение отметим, что на достаточно боль­
ших расстояниях существенным станет нелинейное искажение медленных
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составляющих и *S'u(co, х)  будет расширяться в обе стороны от централь­
ной частоты со»^.

Авторы благодарны А. Н. Малахову, А. И. Саичеву за обсуждение ра­
боты и полезные замечания.
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