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Приближенными методами исследовано распространение продольно- 
изгибных и крутильно-изгибных волн разных типов в симметричных 
изогнутых стержнях переменного сечения. Получены явные выражения 
для гармонических волн, распространяющихся по таким стержням, най­
дены фазовые и групповые скорости, законы изменения амплитуды 
вдоль стержня. Оценены погрешности, обусловленные примененными 
приближениями.

Вибраторы ультразвуковых инструментов многих видов снабжают кон­
центраторами — сужающимися стержнями, на узком копце которых за­
крепляют рабочий элемент. Это позволяет получить значительно большую 
амплитуду колебаний рабочего элемепта, чем при закреплении его непо­
средственно на вибраторе. Для работы в труднодоступных местах прямые 
концентраторы неприменимы: в этих случаях было бы желательно при­
менять в качестве концентраторов изогнутые сужающиеся стержни. Од- 
пако до сих пор теоретически исследовались лишь прямые концентрато­
ры [1],  колебания же изогнутых стержней изучались только для постоян­
ного сечения [2—4];  исключение составляет работа [5],  где дан только 
численный расчет частот собственных колебаний искривленного стержня 
с одним определенным типом изменения сечения по длине. Совместное 
действие уменьшения сечения стержня и искривления его оси ие может 
быть оценено путем учета каждого из этих факторов в отдельности и тре­
бует самостоятельного рассмотрения. Это и вызвало лостаповку настоя­
щей работы, в которой дается приближенная теория распространения 
волн по изогнутым стержням переменного сечения. Для полноты иссле­
дования рассмотрены все виды волы, которые могут распространяться по 
такому стержню, т. е. продолыю-изгибиые и крутильно-изгибные волны 
разных типов. В принципе все типы таких воли могут быть использованы 
в изогнутых концентраторах.

Будем рассматривать тонкие стержни, для которых применимо при­
ближение Кирхгофа. Ограничимся стержнями, поперечные сечения кото­
рых симметричпы относительно нормали и бинормали к средней липии, 
а сама эта линия является плоской кривой при нсвозмущеыном состоянии 
стержня (см. фиг. 1). Обозначим через s — длину дуги, через а —кри­
визну певозмущепной средней линии, через ц, £ — смещения средней 
липии по касательной, нормали и бинормали, через ср, г|>, Ф — углы пово­
рота исходного нормального сечения вокруг касательной, нормали и би­
нормали. Согласно [4],  уравнения малых колебаний стержня в прибли­
жении Кирхгофа с учетом инерции вращения иормального сечения и сдви­
говых деформаций могут быть записаны в виде двух независимых систем 
относительно величин ц, д  и относительно величин ср, \\г.
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F ,—aQ“—pS|—pa7b0=O
(1) oF+<?sn-p S n = 0

^ 6+<?n- p / ^ - p a / (’l= 0 ,

<?/-р5Ё +роЛ р=0
(2) П -о Л /" -р /'ср + р а П = 0

оТ+ M .’' - Q " - p/"i|)=0

Здесь F = i? [5 (| a—от))+с/''(о^г—а2!]—#,) ] — растягивающая сила, направ- 
леппая по касательной; ( ? '= i f ip (S + c 2/ b) (iis+o|—0 ), (?''=/£щ [£(£;5+ 1|э) +  
+ о / ',(сра+ а ^ ) ] — компоненты перерезывающей силы по нормали и би­
нормали; 7’=1х[/'(ф»—ai|))+o/(,(t»+'H>) ] -  вращающий момент, направлен­
ный по касательной; АГ"=Я/п(ф,+о<р), # ь= Я /Ч ^ -о | « + а 2г)) -  компоненты

Фиг. 1. Участок изогнутого стержня переменного сечения, t — единичный вектор ка­
сательный к средней линии; п -  единичный вектор пормали к средней линии (на­
правлен к центру кривизны средней линии) ;  b -  единичный вектор бинормали; 
х  и у — координаты в плоскости поперечного сечения стержня; s — координата вдоль

средней линпп
Фиг. 2. Кольцо с кулисно-шарнирным соединением п с экспоненциальным измене­

нием площади поперечного сечения

изгибающего момента по нормали и бинормали; Е —  модуль Юнга; р  —  мо­
дуль сдвига; Ки К г — безразмерные коэффициенты, зависящие от формы 
сечения, учитывающие неоднородность сдвиговых деформаций в сечении; 
р —плотность материала; S — площадь нормального сечения; Д  / п, Jb — 
моменты инерции нормального сечения относительно касательной, нор-

=  J х2 (1— о х ) dxdy — приведенные моменты инерции относительно
касательной, нормали и бинормали; интегралы берутся по нормальному 
сечению, ось х  направлена вдоль нормали, ось у — вдоль бинормали; ин­
дексом s обозначено дифференцирование по длине дуги ттевозмущешюй 
средней линии. Система (1) описывает нродольно-изгибпые волны (про­
дольного и изгибного типа), оставляющие среднюю линию в плоскости 
симметрии. Система (2) описывает крутильно-изгибные колебания (кру­
тильного и изгибного типа), выводящие среднюю линию из этой пло­
скости*. Обе эти системы можно считать обобщением уравнения Тимо­
шенко ( [6] ,  § 38) на случай искривления оси стержня.

* В настоящей работе использована система назвапий для волп в изогнутых 
стержнях, принятая в работе [2].

Фиг. 1 Фиг. 2
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Для гармонических колебаний частоты о) систему (1) можно записать 
в виде:

[ 5 ( | - от1 ) ] . - о^ ( 0 - о6 .+ о1л).+2оЛ1Л Н -**56+о*Л*П=0 
aS ( 1 , - otj) -а Ч ь (tts- o § s+ o 2ri) -  [76 (# 3- o1s+ o2ti) ]

-кЦ РЪ ) s+ k 2Si)=0
3̂ ) ц

K l -^ {S + o 4 b)  (t) ,+ o|.—■6’) +  [ / 6(•&.—o|s+ o2t|) ],+ ,

1 + k 2Jb-d+ak2Jb%=0,
где &=(o (p /E )1/2 — волновое число юнговских волн в прямом стержне по­
стоянного сечепия, а систему (2) — в виде:

[о/'(ф .-01р) ] ,  +  - £ -  [o2/‘,'(g.+l|)) ] - +  [/ " (■ф.+Оф) ] . .  +
C j  £ j

+/с2 {Jn\Р) a+ k 2S t - o k 2J\р=0

—  [ / Ч ф . - о ф ) ] .  +  - ^ [ с / Ч £ « + Ф )  ] 8- а / п (ф .+ 0 ф )  +ь  hi
(4) + k4 '(p -ak2J% =0

-^г оГ  (ср3-а ф ) +  А -  о2/'' (£»+ф) +  [ / ’* (фв+Оф) ] s
[S (t.+ i|>)+a/*(4 ).+oS .) ]+А 2/"ф =0.

 ̂ E

Условие применимости приближения Кирхгофа, в предположении выпол­
нения которого составлены эти уравнения, имеют для системы (3) вид 
ат <  1, а для системы (4) — an, bn<  1, где a = (J b/S)\  Ь= ( / ”/ £ ) 1/2 — радиу­
сы инерции стержня относительно бинормали и нормали соответственно; 
т =(к/а)ъ, n = (k / b )>ij — «локальные» волновые числа изгибных волн в 
прямом стержне постоянного сечения с радиусами инерции а и Ъ. Эти 
условия накладывают ограничение на допустимую частоту сверху.

Рассмотрим вначале гармонические продольно-изгибные волны. Так 
как в общем случае решение системы (3) нельзя представить в конечном 
виде, будем искать приближенное решение, ограничиваясь достаточно 
гладкими слабо изогнутыми стержнями, а именно потребуем выполнения 
неравенств

S. J b Js*
S '  Jb Jsb

<  m.

Физический смысл этих неравенств следующий: в любой точке радиус 
кривизны средней линии много больше локальной длины изгибиой волны; 
площадь, момент инерции нормального сечения относительно бинормали и 
его первая производная мало меняются на расстоянии локальной длины 
изгибиой волны. Эти условия накладывают ограничения на допустимую 
частоту снизу. При выполнении указанных неравенств I b̂ Jb, а величина 
е=ш ах {к/т, о/т, SJmS, Jsb/mJb, J8b/mJb}  много меньше едипицы. При­
мем е  за параметр малости, с помощью которого будем оценивать точпость 
получаемых далее решений.

Будем считать, что смещения | и г) и все их производные в волнах 
продольного типа мало меняются на расстоянии локальной длины изгиб-

д д}
ной волны, т. е. выполняются соотношения —  In-— g, п порядка тг

as as}
(7=0, 1, 2 , . . . ) .  Отбросим в (3) члены порядка г/ и выше; это значит, что 
волны продольного типа мы будем рассматривать в приближении безмо*
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меытиой теории. Тогда уравнения для смещений £ и г) примут вид:

(5) +
(А:2—о2)т )= —

Эту систему можно считать обобщением известного уравнения Вебстера 
для продольных волн в прямом рупоре, имеющего вид |„+(1п5)Д -,+Л 2| =  
= 0 , на случай рупора с изогнутой осью. Для системы (5), как и для урав­
нения Вебстера, общее решение не может быть получено в конечном виде 
для произвольных законов изменения о и S. Это удается, однако, для 
стержней, кривизна средней линии которых постоянна, а площадь нор­
мального сечения меняется, например экспоненциально: S =S 0cxр { —2as}.
Этим случаем мы и ограничимся ниже.

Для стержней указанной формы система (5) примет вид
г | „ -2 а £ в+ ((/с2- о 2)| = 0  

1 } I (&2—а2)т )= —о|*

Ее частные линейно независимые решения можно записать в виде:
2= ( ± i p —a)  exp {±£ps+as} 

711, 2=0 exp {=fc£p.s-bas},

Где p=y&2—a2—о2. Если kz> cc2+a2, то параметр р — вещественный и реше­
ния (7) описывают синусоидальные бегущие волны с экспоненциально 
меняющейся амплитудой, в которых присутствуют как касательные, так 
и нормальные смещения, одинаковые по порядку величин»,г. Эти волны 
обладают дисперсией. Их фазовая скорость v=v>/p=cEk(k2—a2—oz)~',i боль­
ше скорости юнговской волны се= (Е /p )Vi, а групповая скорость u=d(d/dp= 
= с Е(кг—а2—о2)',2/к=сЕ2/и меньше скорости юнговской волны.

Если &2<сс2+ о 2, то р — чисто мнимая величина: стержень колеблется 
сппфазно по всей длине, причем амплитуды смещений для обеих волн 
меняются экспоненциально, но с разными показателями (показатели мо­
гут быть как одного, так и разных знаков). При /с=а (на длине окруж­
ности, образуемой средней линией, укладывается одна юпговская волна), 
имеем

l i = 0  £2= —2a
7]i=exp {2as}, r)2= a .

Первая волна имеет чисто радиальные смещения, амплитуда которых об­
ратно пропорциональна площади нормального сечепия. Растягивающая 
сила одинакова для всех нормальных сечений. Это решение можно ип- 
терпретировать, например, как радиальные колебания конструкции в виде 
кольца с кулисно-шарнирным соединением (фиг. 2). При /с2< а 2+ о 2 это 
единственные колебания, при которых центр тяжести стержня остается 
неподвижным. Вторая волна представляет собой синфазные колебания 
со смещениями, одинаковыми по амплитуде во всех точках; в этой волне 
помимо радиальных смещений т) имеется поворот всего стержня па угол 
2аг\ вокруг центра окружности, образуемой средней линией.

При кг=  а2+ о 2 система (6 ) стаиовится вырожденной, т. е. корни ее 
характеристического уравнения равны. Соответственную частоту назовем 
критической. На этой частоте решения системы (0) принимают вид

g i= —a exp {as} |2= ( 1 —as) exp {as} 
r|t= a exp  {as}, rj2=asexp  {as}.

Для оценки точности решений (7) найдем величину погрешностей 
Д£, Дт], обусловленных отбрасыванием членов порядка е4 в системе (3). 
При этом будем считать, что в заданной точке s= 0  эти погрешности рав-

295



ны нулю. Для простоты расчета введем еще добавочное ограничение на 
форму стержня: будем считать, что радиус инерции сечения экспонен­
циально меняется вдоль стержня (а = а 0 ехр { —p s}). Для расстояний s от 
исходной точки 5=0 , при которых погрешности малы по сравнению с ре­
шениями, эти погрешности можно записать в виде:

Al 1 — Jexp { — 2ps>
—  =  D ------!— ----- —  +  осциллирующие члены порядка е4,
ъ ‘ф

Дл =  р  1 — e x p { - -2 fo }
г|

о с ц и л л и р у ю щ и е  ч л е н ы  п о р я д к а  е 4 ,

г д е  D и F  —  в е л и ч и н ы  п о р я д к а  тг% з а в и с я щ и е  о т  ч а с т о т ы  и  ф о р м ы  с т е р ж ­

н я .  Я в н ы е  в ы р а ж е н и я  д л я  D и  F  з д е с ь  н е  п р и в о д я т с я  в в и д у  и х  г р о м о з д к о ­

с т и .  О т с ю д а  в и д н о ,  ч т о  п о г р е ш н о с т и  м а л ы  д о  р а с с т о я н и й ,  п р и  к о т о р ы х  

е щ е  в ы п о л н я е т с я  н е р а в е н с т в о

m ax{ |Z>I, _ L n exP i—2^s}
2p

<  1.

Е с л и  п о к а з а т е л ь  j 3  д о с т а т о ч н о  в е л и к  ( р  п о р я д к а  тг),  т о  в  с т о р о н у  у м е н ь ­

ш е н и я  р а д и у с а  и н е р ц и и  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  б у д е т  в о з р а с т а т ь  л и ш ь  

д о  н е к о т о р о г о  к о н е ч н о г о  п р е д е л а  п о р я д к а  е 4  ( с м .  ф и г .  3 ) .  В  с т о р о н у  у в е ­

л и ч е н и я  р а д и у с а  и н е р ц и и  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  б у д е т  в о з р а с т а т ь  

э к с п о н е н ц и а л ь н о ,  о с т а в а я с ь  м е н ь ш е й  е  д о  р а с с т о я н и й ,  н е  п р е в ы ш а ю щ и х  

п о  п о р я д к у  в е л и ч и н ы  I n  ( 2 е  | ( J  | / ш а х  { | Z )  | ,  | £  | } )  / 1 р  | .  В  с т е р ж н я х  с  п о с т о я н ­

н ы м  р а д и у с о м  и н е р ц и и  ( р = 0 )  п о г р е ш н о с т ь  н а к а п л и в а е т с я  л и н е й н о  в  о б е  

с т о р о н ы .  В  э т о м  с л у ч а е  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  п о р я д к а  е  н а к о п и т с я  

н а  р а с с т о я н и и  п о р я д к а  1  / и г е 4 .

Т е п е р ь  р а с с м о т р и м  п р о д о л ь н о - и з г и б н ы е  в о л н ы  и з г и б н о г о  т и п а .  Н е п о ­

с р е д с т в е н н о й  п о д с т а н о в к о й  м о ж н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  р е ш е н и я

(8 )
о

iNl/Sm
e x p ■ J V j  mds|  г ) л -  =  ] / —  e x p j V J  w i d j j ,

г д е  i V = l ,  2 ,  3 ,  4 ,  у д о в л е т в о р я ю т  с и с т е м е  ( 3 )  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д к а

е .  Р е ш е н и я  ( 8 )  о п и с ы в а ю т  ч е т ы р е  в о л н ы :  д в е  б е г у щ и е  в о л н ы  с  п е р е м е н ­

н о й  а м п л и т у д о й  ( Л т = 1 ,  3 )  и  д в е  к в а -  

з и э к с п о н е н ц и а л ь н ы е  в о л н ы  {N =2, 4 ). 
П р и  р а с п р о с т р а н е н и и  в о л н  и з г и б н о г о  

т и п а  к р о м е  н о р м а л ь н ы х  с м е щ е н и й  

с р е д н е й  л и н и и  и м е ю т  м е с т о  и  к а с а ­

т е л ь н ы е  с м е щ е н и я ;  о т н о ш е н и е  а м п ­

л и т у д  к а с а т е л ь н ы х  и  н о р м а л ь н ы х  

с м е щ е н и й  р а в н о  а / / т г ,  т .  е .  я в л я е т с я  

м а л о й  в е л и ч и н о й  п о р я д к а  е .

О ц е н и м  т о ч н о с т ь  п о л у ч е н н ы х  р е ­

ш е н и й  ( 8 ) ,  в ы ч и с л я я  т а к  ж е ,  к а к  э т о , 

б ы л о  с д е л а н о  в ы ш е ,  п о г р е ш н о с т и  А | ,  

Д ц ,  о б у с л о в л е н н ы е  о т б р а с ы в а н и е м  в

( 3 )  ч л е н о в  п о р я д к а  е 2 ;  б у д е м  с ч и т а т ь ,  

ч т о  п р и  5 = 0  э т и  п о г р е ш н о с т и  р а в н ы  

н у л ю .  Т о г д а  м о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  п р и  

з н а ч е н и я х  s, д л я  к о т о р ы х  Д £ ,  A r j  м а л ы  п о  с р а в н е н и ю  с  £ ,  т |  э т и  п о г р е ш ­

н о с т и  в ы р а ж а ю т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

(9)

Фиг. 3. График накапливающейся с 
расстоянием вдоль стержня части отно­
сительной погрешности решений для 

случаев р>0 (а) и р=() (б)

+

II 1 (S.\|2 +  1 а« И
8 '\ S >' 2 5 а 32

[S. \ . 3 (  а. V з , 1
Ы . + 8 . . ) . ~ Т ° 4 *

- ( - Г

(1+щг)]йг
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О т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  р е ш е н и й  ( 8 )  о с т а е т с я  м е н ь ш е  е  д о  р а с с т о я ­

н и й  о т  5 = 0  п о р я д к а  д л и н ы  ю н г о в с к о й  в о л н ы ,  т .  е .  д о  s п о р я д к а  1  /те. Д л я  

с т е р ж н е й  т о й  ж е  ф о р м ы ,  ч т о  р а с с м а т р и в а л а с ь  п р и  о ц е н к а х  п о г р е ш н о с т е й  

д л я  в о л и  п р о д о л ь н о г о  т и п а ,  п о л у ч и м

1  - о х р { - 0 / 2 ) * }

t " m {0 ) (р /2 )

К а ч е с т в е н н о  н а р а с т а н и е  э т и х  в е л и ч и н  в д о л ь  с т е р ж н я  б у д е т  т а к и м  ж е ,  

к а к  и  д л я  в о л и  п р о д о л ь н о г о  т и п а  ( с м .  ф и г .  3 ) :  п р и  £ >  п о р я д к а  те  в о з р а ­

с т а н и е  д о  к о н е ч н о г о  п р е д е л а  п о р я д к а  е  ( д л я  в о л и  п р о д о л ь н о г о  т и п а  а н а ­

л о г и ч н ы й  п р е д е л  и м е е т  п о р я д о к  s ' )  в  с т о р о н у  у м е н ь ш е н и я  р а д и у с а  и н е р ­

ц и и  и  э к с п о н е н ц и а л ь н о е  в о з р а с т а н и е  в  с т о р о н у  у в е л и ч е н и я  р а д и у с а  и н е р ­

ц и и .  В  с л у ч а е  п о с т о я н н о г о  р а д и у с а  и н е р ц и и  ( р = 0 )  п о г р е ш н о с т и  н а к а п л и ­

в а ю т с я  л и н е й н о .

П е р е й д е м  т е п е р ь  к  к р у т и л ы г о - и з г и б н ы м  в о л н а м ,  р е ш е н и я  д л я  к о т о р ы х ,  

к а к  и  д л я  п р о д о л ь и о - и з г и б и ы х  в о л н ,  н е л ь з я  н а й т и  в  о б щ е м  с л у ч а е  в  к о ­

н е ч н о м  в и д е .  Б у д е м  и с к а т ь  э т и  в о л н ы  п р и б л и ж е н н о  д л я  т а к и х  с т е р ж н е й ,  

в  к о т о р ы х  в ы п о л н я ю т с я  н е р а в е н с т в а

Sa Jsn J b 
S 9 P  9 P  5

<  n.

Э т и  н е р а в е н с т в а  н а к л а д ы в а ю т  о г р а н и ч е н и е  н а  д о п у с т и м у ю  ч а с т о т у  с н и з у .  

Е с л и  о н и  в ы п о л н я ю т с я ,  т о  Р'~Р,  а  в е л и ч и н а  б = т а х  {к/п, в/п, S J
/ nS, J b/nJb, Jf b/nJb} м н о г о  м е н ь ш е  е д и н и ц ы .  В е л и ч и н у  б  п р и м е м

з а  п а р а м е т р  м а л о с т и ,  к о т о р ы м  б у д е м  п о л ь з о в а т ь с я  п р и  о ц е н к а х  п о л у ч а е ­

м ы х  д а л е е  р е ш е н и й .

Н а й д е м  в о л н ы  к р у т и л ь н о г о  т и п а .  Б у д е м  с ч и т а т ь ,  ч т о  у г о л  < р ,  с м е щ е ­

н и е  £  и  в с е  и х  п р о и з в о д н ы е  м а л о  м е н я ю т с я  н а  р а с с т о я н и и  л о к а л ь н о й  д л и ­

н ы  и з г и б н о й  в о л н ы ,  т .  е . ,  ч т о  в ы п о л н я е т с я  с о о т н о ш е н и е

д д*
—  1 п - Т Т Ф , С  п о р я д к а  п8 ( / = 0 , 1 , 2 , . . . ) .os а sJ

О т б р о с и м  в  с и с т е м е  ( 4 )  ч л е н ы  п о р я д к а  6 ' *  и  в ы ш е ,  п о с л е  ч е г о  о н а  п р е о б р а ­

з у е т с я  к  в и д у :

c p s s +  ( I n  Г)  в ф в +  {I2—у о2) ( р = 0

Ц  (оРс р * ) а  ( а / п ф ) 5 3  Jb
~ ~Ё Sk2 S V ~ ' °~S~V'

г д е  J = c o ( p / | x )  / a —  в о л н о в о е  ч и с л о  к р у т и л ь н ы х  в о л н  в  п р я м о м  с т е р ж н е  п о ­

с т о я н н о г о  с е ч е н и я ,  у=  ( / " / / ' )  ( й 7 д )  = 2 ( 1 + v ) Р/(Р+Р) — б е з р а з м е р н а я  

в е л и ч и н а ,  v  —  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а .  С и с т е м у  ( 1 0 )  м о ж н о  с ч и т а т ь  о б о б ­

щ е н и е м  у р а в н е н и я  В е б с т е р а  д л я  к р у т и л ь н ы х  в о л и  в  т в е р д о м  р у п о р е  н а  

с л у ч а й  и с к р и в л е н н о й  о с и  р у п о р а .  О б щ е е  а н а л и т и ч е с к о е  р е ш е н и е  с и с т е м ы

( 1 0 )  н е  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н о  в  к о н е ч н о м  в и д е ;  э т о  у д а е т с я ,  о д н а к о ,  

Д Л Я  с т е р ж н е й ,  к р и в и з н а  к о т о р ы х  п о с т о я н н а ,  а  г л а в н ы е  м о м е н т ы  и н е р ­

ц и и  м е н я ю т с я ,  н а п р и м е р  э к с п о н е н ц и а л ь н о :  Jn=J0n e x p  { — 2 ^ 5 } ,  Jh= 
= Л * е х р  { — 275} .  Э т и м  с л у ч а е м  м ы  и  о г р а н и ч и м с я  п р и  н а х о ж д е н и и  в о л и  

к р у т и л ь н о г о  т и п а .
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Для стержней указанной формы из (10) получим систему

2чф, +  (Z " -x ° 2) ф = 0

5- ^ И 1+гЬ"+2, (2+1гЬ+И?~
Ее частные линейно независимые решения имеют вид

(12) ф1(2 =  ехр {± iq s+ ys }

S i . *  =  Л  +  q2-f± 2 iq r + / с *  £ . )  е х Р *

п '\  х  ■'о /
где q=H2—%о2—il. При /2> х о * + Т  решения (12) описывают бегущие сину­
соидальные волны переменной амплитуды, в которых кроме поворота се­
чения вокруг средней линии присутствуют смещения средней л и н и и  по 
бинормали. Эти волны обладают дисперсией. Их фазовая скорость и =  
= « )/q=clll(l2—%o2—41)~',: больше скорости крутильных волн в прямом 
стержне постоянного сечения Сц=(ц./р)\ а групповая скорость и =  
= d (o /d g —сй(Р —х<*2—7“) h/l- =Cy?/v меньше скорости крутильных волн.

Если 12<%о2+ ч 2, то q — чисто мнимая величина и выражение (12) опи­
сывает неоднородные синфазные колебания стержня. При l=Tl%o (ана­
логично случаю к = с  для волн продольного типа) из (14) получим

ф ,=ехр  {2*ts}, ф2= 1 ,

о ‘
E l -

. 3 7 6

— —  ехр {2 ^ } ,
и  J  о

4о^2 о3 /6* о
ГС п4 Л 1

В первом из этих решений амплитуда угла поворота нормального сече­
ния обратно пропорциональна моменту инерции, а вращающие моменты 
одинаковы во всех нормальных сечениях. При /2̂ х ° г~̂ Т2 это единственное 
колебание крутильного типа, при котором центр тяжести стержня покоит­
ся. Второе решение описывает колебание с постоянной амплитудой угла 
поворота нормального сечения вокруг средней линии.

Если Z2= xo2+T 2i го система (11) — вырожденная, с частными реше­
ниями

ф ! = е х р  { 7 .9} ,  ф 2 = 5  е х р  ( ч 5 } ,

5 l  =  ^ ( ^ " T 2 + f t 2 7 7 ) e x p { n f s } ’
=  i  ~ ̂ +¥ 7 7 ) s + 2 ^ ] е х р  { t s }  '

Для оценки точности решений (12) вычислим, подобно тому как это 
делалось выше, погрешности Аф, А£, обусловленные отбрасыванием в (4) 
членов порядка 8\ полагая, что при $=0  эти погрешности равны нулю. 
При вычислении погрешностей для прослоты расчета ограничимся экспо­
ненциальным изменением радиуса инерции вдоль стержня (Ь=  
=  60е х р {—$s}). В этом случае, пока погрешности Аф, А£ малы по срав­
нению с решениями ф, £, их .можно записать в виде:

Аф
~Ф~

п  1 — ехр { — 20s}(г ---------- ---------— 1 +  осциллирующие члены порядка о\
“ Р

Д ^ _  1 — е х р {— 2р£>
I  ~  2р

+  осциллирующие члены порядка б4,

где G, И — величины, имеющие порядок п()ъ и зависящие от частоты и фор­
мы стержня. Явные выражения для G и II здесь не приводятся ввиду их 
громоздкости. Относительная погрешность решений (12) накапливается 
вдоль стержня точно так же, как относительная погрешность решепий (7)
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( с м .  ф и г .  3 ) ,  т .  е .  п р и  р  п о р я д к а  пд п о г р е ш н о с т ь  в о з р а с т а е т  в  с т о р о и у  

у м е н ь ш е н и я  р а д и у с а  и н е р ц и и  д о  к о н е ч н о г о  п р е д е л а  п о р я д к а  б 4 ,  а  в  с т о р о н у  

у в е л и ч е н и я  р а д и у с а  и н е р ц и и  в о з р а с т а е т  э к с п о н е н ц и а л ь н о ;  п р и  э т о м  о т ­

н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  р е ш е н и й  ( 1 2 )  б у д е т  н е  б о л ь ш е  б  н а  р а с с т о я ­

н и я х ,  м е н ь ш и х ,  ч е м  I n  ( 2 | [ J | 6 / m a x  { | G | ,  | # | } ) / | р | .  П р и  р = 0  п о г р е ш ­

н о с т ь  б у д е т  н а к а п л и в а т ь с я  л и н е й н о  н о  о б е  с т о р о н ы  о т  т о ч к и  5 = 0 .  Р е ш е ­

н и я м и  ( 1 1 )  в  э т о м  с л у ч а е  м о ж н о  п о л ь з о в а т ь с я  д о  р а с с т о я н и й  1 / т г б 4 ;  о т ­

н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  о с т а е т с я  п р и  э т о м  м е н ь ш е  б .

Н а к о н е ц ,  н а й д е м  к р у т и л ы ю - и з г и б н ы е  в о л н ы  и з г и б н о г о  т и п а .  Н е  т р у д ­

н о  у б е д и т ь с я  н е п о с р е д с т в е н н о й  п о д с т а н о в к о й ,  ч т о  р е ш е н и я

г д е  N= 1 ,  2 ,  3 ,  4  у д о в л е т в о р я ю т  с и с т е м е  ( 4 )  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  п о р я д ­

к а  б .  Р е ш е н и я  ( 1 3 )  о п и с ы в а ю т  ч е т ы р е  в о л н ы :  д в е  б е г у щ и е  (N= 1 ,  3 )  и  

д в е  к в а з и э к с п о и е н ц и а л ъ и ы е  (N= 2 ,  4 ) .  П р и  р а с п р о с т р а н е н и и  э т и х  в о л н  

и м е ю т с я  и  б и п о р м а л ь н ы е  с м е щ е н и я  с р е д н е й  л и н и и  и  п о в о р о т  с е ч е н и я  

с т е р ж н я  в о к р у г  н е е .

Д л я  о ц е н к и  т о ч н о с т и  р е ш е н и й  ( 1 3 )  в ы ч и с л и м  п о г р е ш н о с т и ,  о б у с л о в ­

л е н н ы е  о т б р а с ы в а н и е м  ч л е н о в  п о р я д к а  б 2 ,  т о ч н о  т а к  ж е ,  к а к  э т о  д е л а л о с ь  

в  п р е д ы д у щ и х  с л у ч а я х .  Р а с ч е т  д а е т :

Дер
ф

A S

S -Ят(0
J ” ■ 
Jn .1 32 V  b 1 2 \ Г

 ̂ 2 + v-а2- Е П ds8 1. b /J . 4 4 Кф)\ niN
Из этого выражения видно, что относительная погрешность решений (13) 
накапливается качественно так же, как и относительная погрешность ре­
шений (8 ). Все рассуждения относительно точности решений (8) оста­
ются справедливыми и в этом случае при условии замены величины е 
па б.

В заключение автор благодарит М. Л. Исаковича за предложение темы 
и руководство работой.
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