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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
В ЖИДКОСТИ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С ПОТЕРЯМИ

В . В . Варабанов9 В . Т . Л япунов

Рассматриваются изгибыые колебания в жидкости тонкой бесконечной 
пластины с потерями, которые учтены представлением в комплексном 
виде ее массы и жесткости. Обнаружено, что на частотах ниже критиче­
ской преобладающее влияние на излучение звуковой анергии в среду ока­
зывают потери, входящие в комплексную массу пластины. Проанализиро­
ваны корпи характеристических уравнений для колебаний системы 
пластина с потерями -  жидкость. Получены выражения для потоков зву­
ковой энергии в жидкости. Показано, что при распространении изгибной 
волны в пластине с потерями на частотах ниже критической, пластина 
поглощает часть энергии волпы, распространяющейся в жидкости, при 
этом декременты пространственного затухания колебаний пластины 
уменьшаются.

Из практики борьбы с шумом на транспорте известно [1 ], что внесение 
потерь колебательной энергии позволяет существенно уменьшить шум, 
излучаемый тонкостенными конструкциями. Вместе с тем теоретические 
оценки, выполненные различными исследователями [2, 3 ], в ряде случаев 
не только не показывают уменьшения излучения звука при внесении по­
терь, но даже приводят иногда к выводу о том, что затухание изгибных 
волн, вызванное внесением потерь, может явиться источником дополни­
тельного звукоизлучения [3 ]. Необходимость разобраться в этом проти­
воречии и привела к появлению настоящей статьи.

1. Рассмотрим колебания в жидкости тонкой пластины при действии 
силы, распределенной по линии. Пусть пластина расположена в плоско­
сти ХО7, жидкость занимает полупространство z > 0, а сила с линейной 
плотностью F0 распределена по линии х = 0 . Совместные колебания пла­
стины п жидкости описываются дифференциальными уравнениями

d2W
DV<W +m  —  =  - p l z= ,+ F 06 (х ) ;

V 2p —
1 д2р

Со2 dtz
=  0; z X ),

которые связаны коптактным условием при z= 0

Здесь W, D , m — колебательные смещения, цилиндрическая жесткость 
и удельная масса пластипы, /?, р0, с0 — давление, плотность и скорость зву­
ка в жидкости.

Из решения системы (1) для звукового давления в жидкости и коле­
бательной скорости пластины U „(x) получены выражения в виде
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где /со=(о/с0 — волновое число звуковых волн в жидкости. Зависимость ко­
лебательных процессов от времени здесь принята в виде ехр(—m t ) .

Потери колебательной энергии как в материале самой пластины, так 
и в вибропоглощающих материалах, папесенпых на пластину, за редким 
исключением (вязкие жидкости) могут быть учтены представлением ре­
зультирующих параметров пластины (массы и жесткости) в комплексном 
виде

rn=m0(l+ ir ]m),
(5)

D=D0( \ —ir\d) .
Колебательную мощность, теряемую пластиной вследствие излучения 

звука
1 сс

(6) N =  —  ReJ p (x ,z = 0 )U n(x)dx,

(4) UB( * ) =
К и Г  (

~2п f
—  ОО D ^ —may

определим с помощью формул (3) и (4). После несложных преобразований 
(замена порядка интегрирования и up.) получается выражение для излу­
чаемой звуковой мощности в виде

(7) N =
F<? poor 

4л

ko

J—hf

Re(V/c„2- | 2) - ‘

Do (1 —ir^d) ( 1 + ir),„) со2 ■-
фоШ'

d%.

1 W - V

Для анализа формулы (7) введем следующие безразмерные величины
l= Ic0q, [i /, 6 = p o C n/ p nC ( ,V l 2 ,  где /„|(= с 02(то0/О о)0'5/2п, 

с„ и рп — скорость продольных волн в пластине и плотность материала 
пластины. С учетом принятых обозначений перепишем выражение (7) 
в следующем виде:

1
(8) N = F 0ZY,

п

VI - q -

-1 (1 - q 2) (g4- p 2) 2-b[6p3+ r i^ 4V l-^+ilm P 2V l - ^ ]
—  dq,

где 7 fl=0,25((o2m03i?o)_0,2r’ — активная составляющая входной проводи­
мости бесконечной пластины без потерь в вакууме при действии силы, 
распределенной по прямой. Из выражения (8) очевидно, что сами по себе 
потери колебательной энергии пластины не могут привести к увеличению 
излучаемой звуковой мощности, если их внесение в пластину не сопро­
вождается существенными изменениями из гибкой жесткости D0 и массы 
т0 пластины в целом. На частотах выше критической (р<1) в области 
волновых чисел — наблюдается максимум подынтегрального выра­
жения, обусловленный изгибными волнами пластины, длина которых 
в этой области частот превышает длину звуковой волны в жидкости. 
В районе этого максимума и потери колебательной энергии в пласти­
не могут заметно (в 4 и болеераз) снизить мощность потерь на излучение,
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если

( 9 ) Г\а+Г)у
V l - p

Выполнение условия (9) нетрудно обеспечить в наиболее распростра­
ненном случае акустической среды малой плотности (воздух). При коле­
баниях пластины в жидкости условие (9) значительно жестче, так как 
оно удовлетворяется при весьма больших потерях т)т, При меньших
потерях изменение мощности звукового излучения мало. Для области ча­
стот, лежащих значительно ниже критической, т. е. р2>:1, выражение (8) 
можно несколько упростить и при привести к виду

(Ю ) N = 2F q2Y cА -
я J 1 -

V I —g 2

дг+ ( б р + Лп,У 1 -д 2)
dq,

из которого получены следующие оценки мощности потерь на излучение: 
для случая сильной реакции среды (fe2p2>  1)

( н )  д ' = - - ° Га ( i - l i J 2 M
1 2Ьрь \ 3 п р ь ) '

для случая слабой реакции среды (62р2< 1 )
Yabp'>

(12) N =
F,z
1 +Г)тг

Выражения мощности потерь на излучение для пластины, внутренние 
потери в которой учтены представлением в комплексном виде только ее 
изгибпой жесткости, иолучепы в работе [4] и с учетом принятых здесь 
обозначений имеют вид

(13) N - F° Y* U
16 T)d \

W * » i ;2 \ 35 лбр3 /  ’

(14) N=F<,2Yabph
(  2ridln —

p2 ) ,  (5P)2« 1 .

Из сравпепия выражений (11), (12) с выражениями (13), (14) видно, 
что в области частот пи же критической ([}2> 1 ) преобладающее влияние 
па мощпость излучения оказывают потери колебательной энергии тр„, 
входящие в комплексную массу пластины.

Влияние потерь на мощность излучения звука пластиной в области ча­
стот ниже критической (J32» l )  сравнительно невелико, однако в указан­
ной области частот, так же как и на частотах выше критической, потери
г)т и rjd уменьшают излучение звуковой энергии пластиной. Полученный 
вывод противоречит выводу, опубликованному ранее в работе Всстфа- 
ля [3 ], в которой указывалось, что при распространении изгибпой волны 
по бесконечной пластине с потерями на частотах ниже критической ча­
стоты в окружающее пространство излучается звуковая энергия, возра­
стающая с увеличением потерь. Покажем ошибочность выводов рабо­
ты [3 ]. Рассмотрим потоки звуковой энергии в жидкости на границе 
с пластипой вдали от области приложения силы, где колебания пластипы 
определяются распространяющейся изгибпой волной. В работе [3] рас­
пространяющаяся изгибиая волна в пластине с потерями описывалась 
выражением

(15) W = W 0ex\)^ikiiOx  — киох + ш ^  , 
где

k„o= (m 0toz/D0)°’Zi.
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Такое представление справедливо лишь для пластины в вакууме, так как 
не учитывает реальпого взаимодействия пластины и среды даже, если 
под коэффициентом потерь т)п понимают сумму внутренних потерь в ма­
териале и конструкции пластины, а также потерь на акустическое излу­
чение.

2. Типы волн, распространяющихся в пластине без потерь и в жид­
кости, с учетом их взаимодействия рассматривались в работе [5]. Ком-

Im (а)

Фиг. 1. Влияние потерь на расположение корней характе­
ристических уравнений для нагибных колебаний в жид­
кости пластины с комплексной массой и жесткостью:

-Z-Tlm, T)D=0; 2 -  Т]D =  1; 3 -  T|m =  l
плексные волновые числа этих волн для различных материалов пластин 
и контактирующих с ними жидкостей были табулированы.

Для пластины с комплексной жесткостью и комплексной массой мы 
имеем следующее характеристическое уравнение:

(16) к1
т0(о2 /

А >(1—г'Пй) '
1 +

Ро
>о(1—ir\d) v mQVkz—/с02

Для нахождения всех комплексных корней уравнения (16) раздельно для 
случая комплексной жесткости и комплексной массы обозначим а=к/к0 
и, устранив неоднозначность радикала, напишем в безразмерных вели­
чинах [5] эти уравнения в виде
(17) [ об4 (1—irid) —р2] а(сс2— 1) — (&р3) 2= 0 ;
(18) [сс4—р2(1+ii\M) ] 2( a * - l ) - ( b p ) %=0.
Численное решение уравнений (17) п (18) проводилось на ЭВМ методом 
Ньютона. В качестве примера на фиг. 1 показаны перемещения 10 корней 
уравнепий по комплексной плоскости а. Стрелками указано направление 
движения корней на плоскости а  при изменении коэффициентов потерь 
Цт, r\,i от 0 до 1. При Т)=т̂ 0 все корпи рассматриваемых уравнений являются 
комплексными и расположены па комплексной плоскости попарно сим­
метрично относительно начала коордипат. На фиг. 2 представлены траек­
тории движения корней в плоскости а  при изменении частотного парамет­
ра р от 1 до 32 при 6=0,26, T]d= l  (траектории движения корней при цт =  1 
аналогичны). На частотах ниже критической из всех волн, распрострапяю-
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щихся вдоль пластины и удовлетворяющих принципу излучения, наимень­
шим затуханием обладает волна а,, соответствующая в пластине без потерь 
изгибной волне, распространяющейся без затухания. Ограничимся ана­
лизом этой волны, поскольку остальные корпи дают неоднородные волны, 
локализованные на границах пластины или в районе действия внеш­
них сил.

Для указанной волны из уравнения (16) при условии т|<1 и р0/ т 0А »1 , 
т. е. на частотах, лежащих ниже /,<Р по крайней мере на порядок, можно 
получить для пластины с комплексной жесткостью и комплексной массой

Im (л)

Фиг. 2. Траектории движения корней характеристического 
уравнения для нагибных колебаний в жидкости пластины 

с комплексной жесткостью при изменении частоты

следующие оценки показателей т и декрементов б пространственного за­
тухания гармонической во времени волны с частотой о :

( 1 9 )

"fllD «
1

5
&„T)d,

TnAf «
1 к ко
5 11

1
п D  Я *  —

0
к

бпМ ~ и
т 1 )5  V к„ /

v5
1

Влияние среды на затухание колебаний пластины удобно охарактеризо­
вать следующими отношениями:

где 'уПо=0,25£иог)о~~ показатель пространственного затухания изгибной 
волны пластины в вакууме, а бпо=0,5лт|„ — ее пространственный декре­
мент.

На фиг. 3 представлены частотные зависимости влияния жидкости на 
пространственное затухание изгибной волны а,, полученные в результате 
численного решения уравнений (17) и (18) при значениях 6=0,26, r)rf= 0 ,l  
и цт =0,1. На докритических частотах реакция жидкости, как известно,
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у в е л и ч и в а е т  в о л н о в о е  ч и с л о  и з г и б н о й  в о л н ы  R e  ( / с , )  в с л е д с т в и е  н а л и ч и я  
п р и с о е д и н е н н о й  м а с с ы  ж и д к о с т и  ( к р и в а я  1 ) .  Д л я  п л а с т и н ы  с  к о м п л е к с ­
н о й  ж е с т к о с т ь ю  у в е л и ч и в а е т с я  и  п о к а з а т е л ь  п р о с т р а н с т в е н н о г о  з а т у х а н и я  
( к р и в а я  2)  н а  ч а с т о т а х  н и ж е  0 , 2 5 / кр. О д н а к о  д е к р е м е н т  п р о с т р а н с т в е н ­

н о г о  з а т у х а н и я  ( к р и в а я  3)  у м е н ь ш а е т с я  п о  с р а в н е н и ю  с  т а к о в ы м  д л я  п л а ­
с т и н ы  в  в а к у у м е .  Д л я  п л а с т и н ы  с  к о м п л е к с н о й  м а с с о й  у м е н ь ш е н и е  д е к р е ­
м е н т а  п р о с т р а н с т в е н н о г о  з а т у х а н и я  ( к р и в а я  5 )  е щ е  б о л е е  с у щ е с т в е н н о ,  
б л м  о б р а т н о  п р о п о р ц и о н а л е н  в о з р а с т а н и ю  м а с с ы  к о л е б а т е л ь н о й  с и с т е м ы  
в в и д у  н а л и ч и я  п р и с о е д и н е н н о й  м а с с ы  
ж и д к о с т и  ( ф о р м у л ы  ( 1 9 ) ) .

Т а к и м  о б р а з о м ,  п р и  р а с п р о с т р а н е ­
н и и  и з г и б н ы х  в о л и  п о  п л а с т и н е  н а  д о -  
к р и т и ч е с к и х  ч а с т о т а х  р е а к ц и я  ж и д к о ­
с т и  н е  п р и в о д и т  к  у в е л и ч е н и ю  п о т е р ь  
н а  и з л у ч е н и е  з в у к а .  Н а п р о т и в ,  к а к  д л я  
п л а с т и н ы  с  к о м п л е к с н о й  ж е с т к о с т ь ю ,  
т а к  и  д л я  п л а с т и н ы  с  к о м п л е к с н о й  м а с ­
с о й ,  д е к р е м е н т ы  п р о с т р а н с т в е н н о г о  з а ­
т у х а н и я  к о л е б а н и й  у м е н ь ш а ю т с я .  У ж е  
э т о т  р е з у л ь т а т  о п р о в е р г а е т  в ы в о д ы  р а ­
б о т ы  [ 3 ] .

3 .  И м е я  п о л у ч е н н ы е  в о л н о в ы е  ч и с ­
л а  и з г и б н ы х  в о л н  п л а с т и н ы ,  м о ж н о  п е ­
р е й т и  к  р а с с м о т р е н и ю  п о т о к о в  э н е р г и и  
в о л н ы  в  ж и д к о с т и .  П у с т ь  п о  п л а с т и н е ,  
с о п р и к а с а ю щ е й с я  с  ж и д к о с т ь ю ,  р а с п р о ­
с т р а н я е т с я  и з г и б н а я  в о л н а  с  а м п л и т у ­
д о й  с м е щ е н и я  W Q и  с  в о л н о в ы м  ч и с л о м  
/ c , = A r 0cxi. П о л е  з в у к о в ы х  д а в л е н и й  и  к о л е б а т е л ь н ы х  с к о р о с т е й  в  ж и д к о с т и  
с  у ч е т о м  к о н т а к т н ы х  у с л о в и й  ( 2 )  о п и с ы в а е т с я  в ы р а ж е н и я м и

%
/ ь/ Чо 0,26

2

~ Т—
__ N

Т

Z56 60 16 IP
Фиг. 3. Частотные зависимости влия­
ния жидкости на пространственное 
затухание и волновое число изгиб­
ных колебании пластипы: 1 — 
Re (&i) А'ио; 2 — Чир/Тпо/ з  — бпо/бпо;

4 — Y” /"Yпо5 8 — бпм/бпо

. iWoQ оСО2 ч
p ( x ) z ) = ----------------------- e x p  (ik{x-rikzz —icot) ,

кг

(21)
iW 0k x(i)

Ux(x, z ) = ---------------------- exp ( ik {x + i k zz—i c o f ) ,
кг

Uz(x, z) = —i W 0(о cxp^kiX+ikzZ—iwt), 

г д е  Ua, Uz —  п р о е к ц и и  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т и  н а  с о о т в е т с т в у ю щ и е  о с и

кг= И к ? -к ь \  (ReV/c,2—fe0z> 0 )
д л я  о б л а с т и  д о к р и т и ч е с к и х  ч а с т о т .

Д л я  п р а к т и ч е с к и х  п р и л о ж е н и й  и н т е р е с н о  и м е т ь  
э н е р г и и  и з  п л а с т и н ы  в  ж и д к о с т ь  в  н а п р а в л е н и и  о с и  z

п л о т н о с т ь  п о т о к а

(22) П г {х)  =  —  R e  [ р  ( я ,  z = 0 )  Up  ( х ,  z = 0 )  ] 
£

и  п о т о к  э н е р г и и  в  ж и д к о с т и  в  н а п р а в л е н и и  о с и  х

( 2 3 ) Пх (*) = \  J R e [ ?  (*>z ) U* (ж. z ) ]dz-

СО

С  п о м о щ ь ю  ф о р м у л ы  ( 2 1 )  п о л у ч и м  д л я  п о т о к о в  з в у к о в о й  э н е р г и и  в 
ж и д к о с т и  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я
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/ HVpoO3 Im  УC6j2— 1 r —
Нг{х, z) = ----------;— -— —----------- exp[—2/с0(я Im a {+ z  Re Усс,‘

( 2 4 )

П*(а:) =

2/co I ctj2—1 1

W V p o C D 3 R e c t i

- 1 ) ]

4/c02la,2—l|Re Vai2—1
exp(—2k0x  Im cti).

Мнимая часть радикала Vcti2—1 для распространяющейся волны а.х
при выполнении необходимого условия ReVa,2—1>0 для частот / < / кр 
всегда положительна и, как следует из полученных выражений, поток 
энергии в направлении оси z при z^O  отрицательный, т. е. направлен из 
жидкости к пластине. По мере удаления от пластины поток энергии П- 
экспоненциальпо убывает и при z -*-°о стремится к нулю, что удовлетво­
ряет принципу излучения. Это означает, что на частотах /< / ,Ф неоднород­
ная волна, распространяющаяся в жидкости, отдает часть своей энергии в 
пластину с потерями. Действительно, поток энергии, распространяющей­
ся в жидкости волны, затухает вдоль поверхности пластины при наличии 
в ней потерь, причем его изменение равно плотности потока энергии из 
жидкости в пластину

(25) ~ Г ~  =  П*1*-о-ах
В этом можно убедиться, используя тождество

Re a, Im a ,= R c  Va,2—1 Im Va,2—1.

При т)<1 и R e c t i» ! ,  т .с . для частот /< /„ „  с учетом формулы (19) выра­
жения (24) можно упростить и привести к виду: 

для пластины с комплексной жесткостью

Пг0(х, z) =
T)<t77l|(03

10
И702 exp (

П*о(ж) = — — W  о2 ехр
4ft„

где mt= p a/ka — соколеблющаяся масса жидкости; для пластины с комп- 
лсксной массой

Пгм (х, z ) = -
Tlm^oO)'

10
Wo2 ехр |

2 m 0 \
~ kltY]mx  2k\\Z 1 , 
5 m! /

m t(o
r u  (ж) =  — —  W02 exp

4ft.,
2 m0

-------KxxT\mX
5 m !

Таким образом, па частотах / < / КР бесконечная пластина с потерями, но 
которой распространяется изгибная волна, не излучает звуковую энергию 
в окружающее пространство, а, наоборот, поглощает часть энергии вол­
ны, распространяющейся в жидкости.

4. В заключение оценим затухание изшбных колебаний во времени, 
что позволяет определить коэффициент потерь системы пластина — жид­
кость. Прп гармонических по пространству изгпбных колебаниях пласти­
ны с волновым числом к временпой показатель затухания ^во, соответству­
ющий декремент б во и частоту о 0 гармонических колебапий пластины в 
вакууме при малых значениях коэффициента потерь т]0<1 определяют по 
формулам

Ybo — ~~  й>0Т|о, бво—Я'Цо» Юо;
/ Р 0к'‘ \ 
\ ГПп I

Чг
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Для случая, когда пластина соприкасается с жидкостью, собственные 
частоты колебаний пластины с комплексной жесткостью и комплексной 
массой могут быть определены из уравнения (16), в котором следует по­
ложить волновое число к вещественным. Найденные таким образом час­
тоты имеют вид

(29)
где

Od2= co12(1 —2T)d) ; (Ом2

( l  + --------E L -
'  т0Ук2—ко2

В докритической области волновых чисел (&>&0) реакция среды носит 
инерционный характер. Величина ?гь2= р 0/(к2—к /)ъ есть соколеблющаяся 
масса жидкости, которая увеличивает инерцию пластины и, следователь­
но, снижает частоту ее собственных колебаний. При малых значениях 
коэффициента потерь ц<1 получаем следующие выражения для показа­
телей затухания и декрементов колебаний:

^гш =  —  ©it]*, бвл=Я*Пй,

7 ВАГ —

2

1 (О,

2 o v
Цт, б ВАГ—ПТ) т (D

0>о'

Таким образом, для затухающих во времепи изгибных колебаний пласти­
ны окружающая среда на докритических волновых числах уменьшает 
декремент колебаний (коэффициент потерь) пластины с комплексной 
массой и пе влияет на декремент колебаний пластины с комплексной 
жесткостью.

Авторы признательны Д. П. Коузову за ряд полезных замечаний и 
обсуждение статьи.
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