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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ ВИБРОАКУСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 

КОНСТРУКЦИЙ НА ВЫСОКИХ ЗВУКОВЫХ ЧАСТОТАХ

Л . Е . Б у в а й л о , А . В . И онов

Показана перспективность применения метода конечных элементов 
для исследования вибрационных полей в сложных пространственных 
конструкциях на высоких звуковых частотах. Использование статисти­
ческого энергетического метода, позволяющего оперировать средними 
значениями характеристик вибраций, дает возможность применить для 
расчета уровней колебаний структур алгоритм, аналогичный алгоритму 
расчета тепловых нолей в конструкциях. Приводятся результаты расче­
та уровней вибрации в типовой конструкции, которые сравниваются 
с экспериментальными данными.

При исследовании процессов распространения вибраций по простран­
ственным структурам в области высоких звуковых частот целесообразно 
использовать статистический энергетический метод, позволяющий опериро­
вать средними значениями вибраций в конструкциях. Статистический ме­
тод успешно применялся многими исследователями для расчета уровней 
колебаний различных структур (см., например, [1—4 ]). Однако, несмотря 
на сравнительную простоту этого метода в математическом отношении, ис­
следование с его помощью вибрационных процессов в сложных структурах, 
состоящих из большого числа разнообразных элементов, затруднительно, 
так как требует составления и взаимной стыковки большого числа уравне­
ний в конечных разностях. Обращение к матричным методам позволяет 
значительно упростить процесс формирования этих уравнений. Примене­
ние статистического энергетического метода дает возможность использо­
вать при расчете алгоритм, применяемый в задачах теплопроводности, и, 
таким образом, имеющийся в пастоящее время опыт исследования тепло­
вых полей в сложных структурах методом конечных элементов [5, 6] мо­
жет быть распространен на задачи исследования вибрационных процессов 
в области высоких звуковых частот. Оценка частотного диапазона приме­
нимости статистического метода для каждой конкретной конструкции, мо­
жет быть выполнена в соответствии с формулами работы [1].

Плотность вибрационной энергии w(x0, у0, z0) в точке с координатами 
*о, У о, 2 0 для подлежащей анализу полосы частот До определяется соотно­
шением

где т  — масса единичного объема с центром в этой точке; <}(х0у у0, z0) — 
усредненная в полосе частот До колебательная скорость этой точки.

Но аналогии с уравнением теплопроводности уравнение стационарной 
вибропроводимости можно записать в виде

,(1) w(x0y0z0) =  -— mq2(x0,y 0,z<l),

(2)
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где hi, j — элементы тензора вибропроводимости (с размерностью м2/с); б — 
коэффициент вибропоглощеыия (с размерностью 1/с).

Граничные условия могут быть заданы двумя уравнениями: 
а

— D,n 
i-t

(3)

dw
дх.

е ,= Р ' 0 = 1 ,2 ,3 )

Y  ^ i i — —- eb+ P out= = 0О Xj
0 = 1 ,2 ,3 ) ,

где P hl — поток вибрационной энергии, поступающей в систему через еди­
ницу площади граничной поверхности с направляющими косинусами внеш­
ней нормали в\, P,,ut — поток вибрационной энергии через единицу площа­
ди граничной поверхности во внешнюю среду.

Уравнение (2) с граничными условиями (3) эквивалентно требованию 
минимума функциопала

( 4 )
1  ̂ i  ̂ 1

Ф (w) =  —  У  ^  +  d V +  f (Paa'—P 'n)w dS,
2 J \ Z-l dxt дх, / J

V  i , j = l

Проведем разбиение исследуемой конструкции на конечные элементы. 
Для каждого к-то конечного элемента функционал имеет вид, аналогич­
ный (4), причем интеграл по поверхности S k должен учитываться только 
для конечных элементов, граничащих с внешней структурой.

Вибрационное поле внутри каждого элемента может быть представлено 
через узловые значения плотности вибрационной энергии [6]:
(5) wk(x, y ,z ) =  [b (x , у, z ) ]k{w}k,

где {ш}м=»{Ш|, w2, — вектор-столбец плотности вибрационной энергии 
в узлах элемента; [Ь(х, у, z) ]h — аппроксимирующая матрица-строка.

Поток вибрационной энергии также можно выразить через узловые зна­
чения плотности вибрационной энергии:

dw dw ди>лт t \
i  = {< i\xyy ,z )]h-{w)u..(6)

f  ow 
l dx' d y ’ dz J

Вибрационную энергию, как подводимую к й-му конечному элементу, 
так и отводимую от пего, можно представить в виде

(7)
In,out (я, у) = с ”зг [d'a m'(x, у, z) ]*{«;}*,

где сиэг — скорость распространения нагибных волн в элементе.
Подставляя выражения (5) —(7) в (4), для каждого /с-го конечного

Ф „ ( и > ) = { ш } Л Л ]  „  { w }  { w )  „ т { < ? } , „

[Л]А =  ~ -J { [a {x ,y ,z ) ]hT['kii\ ll[a {x ,y ,z ) ]b+ [b {x ,y ,z ) ]hTX
VK

элемента получаем

(8) Ф *(и О -

где

(8а) Ш * - - с£

(86)
Х6*[6(х,

II *4
О

{Q}k= J  ск зг[Ь(х, у, z) ]hT[[d 'u(x1 у, z) ]fc—lrfou4^, » , * ) ] * ]  {w}dSkt
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Суммируя выражения (8) по всем конечным элементам, получаем 
функционал

(9) <b(w) =  {w }T[A ]{w }- {w y {Q },

в котором

[ Л ] = £  [ / П Л А М Я ] * ,

« ? } - 2 > ь т .

[II]к — матрица, осуществляющая перенумерацию элементов вектора {w }h 
в соответствующие элементы общего вектора системы {гг?}.

Первая вариация от функционала (9) по {w}T приводит к матричному 
уравнению для определения плотности вибрационной энергии в узлах рас­
считываемой конструкции:

(10) [A ]{w } =  {Q}.

Как правило, сложные конструкции состоят из набора стержней, плас­
тин и элементов оболочек. При расчете таких конструкций их можно раз­
бивать на элементы различной конфигурации, папример на прямо­
угольные.

Для конечных элементов прямоугольной формы функция плотности 
вибрационной энергии может быть аппроксимирована полиномом

У) =cclh+ a 2hy + a 3hx + a ,bxi/.

Тогда в соответствии с (5), (6) 

[Ъ(х,у)) = 1 _ J L _ i L  +
Ly Lx ^

ху
LXLV | L v

X
L X,

! ХУ
! LxLy

i

'x - f l L

[a(z>y)] =

- 1
+ У \ У ! у 1 1 (\ y \

L x ! LXLV I LxLy j L x l L j
1

+ х  ! 1 и  х \ ! *  i X

- А, LxLy | Ly [ Lx ) ! l xl v j

где Lx, Lv — соответствующие размеры сторон конечного элемента. 
Полагая, что

где кхк= с * згTxkL vky V - с Г т д а ,  получим

X

|ЛЬ — 6 l J l v« х

. .  .! л  .  .  1
K W + \ l J \  - ~ K L U2) - l ^ V + W )  | -  ( w -  \  w )

| ^xLy2 + - ( W  -  J  w ) ! -  J-'(w + W )

Симметрично w + w  \ - ( w - 1  w )
iiI i W  +  V * *
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где hk — толщина к-го конечного элемента.
Входящие в кх и Ху коэффициенты вибропередачи через соединения со­

седних элементов тх, ху могут быть рассчитаны по формулам работы [4].
Представленный выше алгоритм был применен к исследованию вибра­

ционных нропессов в структуре в виде демпфированной платформы, уста­
новленной на амортизаторах и возбуждаемой системой вибраторов. Иссле­
дуемая конструкция аппроксимировалась моделью, состоящей из 142 пря­
моугольных элементов с общим числом узлов 176.

Фиг. 1. Расчетная модель исследуемой конструкции: 1 — точки прило­
жения нагрузки, 2 -  точки расчета

Для уменьшения размерности решаемого на ЭЦВМ матричного урав­
нения (10) и в целях создания более компактного алгоритма был приме­
нен так называемый метод суперэлемептов [7].

На фиг. 1 приведена модель исследуемой конструкции в виде набора 
конечных элементов, разбитая на четыре суперэлемеита.

Формирование сокращенной матрицы вибропроводимости суперэлемен­
та [А ']8 осуществлялось по формуле

[  А' \ s — [ Л в  ]  s ~  [ Ащ ] s  [  Л /  ]  s 1 [  Л / в  ]  S?

где матрицы в правой части есть подматрицы общей матрицы вибропро­
водимости суперэлемента:

Л -1ДвЩЛвЛ 
1 Js  Li Aj b I ! [Л /1 j s

Разбиение последней проводится в соответствии с представлением вектора 
{и>}8 в виде . - , , ' ,

{w }s= { { a ;B> ! { « ; / } } / ,
где {i»B}s  — вектор-столбец значений плотности вибрационной энергии во 
внешних узлах суперэлемента, {w j}s — ведтор-столбец значений плотнос­
ти вибрационной энергии во внутренних узлах суперэлемеита.
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Фиг. 2. Частотная характеристика уровней вибрации иссле­
дуемой конструкции: 1 -  расчет, 2 - эксперимент

В качестве внешних узлов суперэлементов рассматривались узлы при­
ложения внешней нагрузки, узлы, в которых платформа опиралась на амор­
тизаторы, и узлы связи между соседними суперэлементами. Таким образом, 
размерность решаемой системы была понижена со 176 до 86. Рассматри­
вая далее собранную из суперэлементов модель снова как суперэлемент, 
у которого внутренними узлами являются узлы, не имеющие контакта с 
нагрузкой и внешней средой, размерность системы (10) удалось понизить 
до 40.

В данной задаче вибрационная энергия, поступающая в систему, зада­
валась по измеренным па натуре значениям колебательной скорости. Мат­
рица [din(x, у)]ь в выражении (86) для каждого к-rо конечного элемента, 
к которому приложена нагрузка, может быть представлена для рассмат­
риваемого случая в виде

г/)]ft= [ l  i 1 i l i l ] „ .
Тогда вектор нагрузки {(?}„in /с-го конечного элемента есть

1_
4

Г кТ кгу Иге гV

1 1 1 i 1 ! Г WX
1 ; 1 i l l l w2
1 ! 1 И  ! l

1
Wz

Ь i 1 i 1 ! l j Wi

Величина вектора нагрузки {Q}kUt, характеризующего поток вибра­
ционной энергии во внешнюю среду, выражается через механическое со­
противление 2 аф(Лсо) системы опорные амортизаторы платформы — фун­
даментная конструкция, определенное в полосе анализа До:

« ? }Г 1

[Л<эЬ

[л р Ь М ь

1 г к г  к  1 
4” ЬУ ~т ‘ 2аф (До)

~l : l i о j 0"
1 i i i о ; 0
1 ! i i о i 0

Li 1 1 i 0! o j

Представляя полный вектор нагрузки {@} как 

{<?} =  {{<?}lnl{0 } }T+ {{0 > i {Q }"*}* 

и, следовательно,

{w} =  {{и;}ln i {0}}г+  {{0} i {м>}out}т,
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с учетом (9) преобразуем (10) к виду

[Л] - '[ °Ц _ [0 Г Г {и;}*
ДОЩЛоК 1 {w}0,,с {0} 1

Последнее уравнение непосредственно использовалось для расчета на 
ЭЦВМ сокращенной конечноэлементной модели платформы, изображенной 
па фиг. 1.

Боковые и верхние пластины платформы были облицованы вибропо­
глощающим покрытием «Агат». Оценка коэффициентов вибропоглощения 
8k для соответствующих к-х конечных элементов проводилась по формулам 
работы [1].

На фиг. 2 представлены результаты расчета и эксперимента. Приведен­
ные графики показывают удовлетворительное совпадение теоретических 
и экспериментальных результатов.

Таким образом, предложенный метод может быть использован для рас­
чета уровней вибрации сложных пространственных конструкций в облас­
ти высоких звуковых частот и для оценки эффекта применения средств 
демпфирования отдельных элементов или всей конструкции в целом.
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