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Р а с с м о т р е н о  п о л у ч е н и е  у р а в н е н и и  д л я  и з м е н е н и я  п а р а м е т р о в  в н у ­

т р е н н е й  г е о м е т р и и  ф р о н т а  в о л н ы  в д о л ь  л у ч а  в  н е о д н о р о д н о й  с р е д е . И з 
п р и н ц и п а  Ф е р м а  п о л у ч е н ы  с и с т е м ы  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  д л я  
г е о м е т р и ч е с к и х  х а р а к т е р и с т и к  ф р о н т а  в о л н ы  в  н е о г р а н и ч е н н о й  о б л а с т и  
и  п а  с в о б о д н о й  п о в е р х н о с т и , п о з в о л я ю щ и е  з а м к н у т ь  у р а в н е н и я  д л я  д и ­
н а м и ч е с к и х  в е л и ч и н . Р а с с м о т р е н ы  н е к о т о р ы е  в о п р о с ы  н а х о ж д е н и я  р е ­
ш е н и й  в ы в е д е н н ы х  у р а в н е н и й .

Уравнепия для изменения интенсивности волны, получаемые в луче­
вом приближении [1—3] (метод ВКБ [4—6], метод разрывных решений 
[7—8 ]), содержат геометрические инварианты: расходимость лучей [3] 
или среднюю кривизну фронта волны [7, 8], решения уравнений содержат 
их в качестве свободных функций. Для однородной среды изменение этих 
функций вдоль луча находится из геометрических соотношений [8]. Для 
неоднородной среды параметры внутренней геометрии фронта удовлетво­
ряют системе дифференциальных уравнений, получаемых вариационным 
методом. Эти уравнения должны рассматриваться совместно с динамиче­
скими уравнениями для интенсивностей и уравнениями для лучей.

Рассмотрим среду, характеризуемую материальными коэффициентами, 
зависящими от пространственных координат. В акустике — это коэффи­
циент преломления v(x) [1, 2], в теории упругости — тензор упругих мо­
дулей ХцЫ(х) [3, 7, 9], в электродинамике — тензор диэлектрической про­
ницаемости Цо(.£) [5, 6]. Так как геометрическая картина распростране­
ния одинакова для всех видов волн, то результаты имеют общий характер. 
В дальнейшем для определенности рассматриваем упругую изотропную 
неоднородную среду. Также для определенности будем рассматривать не­
стационарные волны. Отметим, что получаемые уравнения имеют место и 
для гармонических волн.

Вектор смещений щ в упругой неоднородной изотропной среде удовлет­
воряет уравнениям

(1) (Х+ц) (в,.|+Ви) —рй(=0.
Здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам идет суммирова­

ние. Дифференцирование по пространственной координате обозначается 
занятой перед соответствующим индексом, точкой обозначается производ­
ная по времени £, I  {х*) , ц (х*) -  упругие модули среды.

В рамках асимптотических методов решение (1) ищется в виде лучево­
го ряда [1—6]

где т(х*) — эйконал.
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И з м е н е н и е  и н т е н с и в н о с т и  со(а) о с н о в н ы х  п р о д о л ь н о й  ( а — 1)  и  п о п е р е ч ­
н о й  ( a = £ )  в о л н  в д о л ь  л у ч а  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и я м  в и д а  [ 7 ]

(2)
dS<a)

ds
1 d ln l ifX)
2~ d i ~

1 d ln G ia)
ds

=  0 ( a = l , t ) ,

(0)
со(а)= |и Г 1 ,  5=ln© /co0, G(° 2 =

X+2\x
G(02 = I*

Здесь S  — уровень интенсивности волны, 1 (x) — расходимость лучей,. 
s — расстояние вдоль луча. Так как уравнения (2) имеют одинаковый вид,, 
то в дальнейшем индекс а  опускаем.

Уравнение (2) содержит функцию 1(х), следовательно, для замыкания 
уравнения переноса (2) необходимо получить соотношения для изменения 
I  (х ) вдоль луча. Так как I 2= g = g u g 2 2—gi2Z, где ga& — первая квадратичная 
форма волновой поверхности 2,, то необходимо исследовать изменение па­
раметров внутренней геометрии фронта волны вдоль трассы. Для однород­
ной среды соответствующие формулы получены из геометрических по­
строений [8].

Фронты нестационарных волн представляют собой семейство однопа­
раметрических поверхностей 2,, распространяющихся со скоростью G(x). 
На поверхности 2, введем криволинейные координаты va ( a = l ,  2), тогда 
уравнение фронта запишется в виде х*=х*(иа, t). Вместо t можно писать 
5, в этом случае уравнение 2, представляется в лучевых координатах х {=  
=*x*(va,$ ).

Уравнения лучей являются следствием принципа минимума функцио-
м

нала Ферми т =  J  G~l (x)ds и могут быть записаны в виде
м0

Здесь v — вектор, касательный к лучу.
Для вывода уравнений геометрии удобно перейти в уравнении (3)' 

к координатам (£, va). Обозначим б/б£—6 производную по времени, связан­
ную с производной d/ds соотношением

( 4 )
б d

—  =  а  —
б* ds

Представим оператор проектирования в виде

(5) 6ift- v V = f W ,
где gap — контравариантный тензор поверхности 2 £, хах — производная or 
xi по va представляет собой вектор, касательный к 2* в направлении va. 

С учетом (4), (5) уравнения (3) запишутся в виде

(6)
8 v i

=  -g**G,aXb\
8х*

=  Gv\
б t  б t

Выпишем некоторые формулы теории поверхностей [10], используе­
мые дальше:

(7) Xafi=bafiV\ v J^ -g^b fiaX j, vV  =  l,

V£ffa <:=s=0 , v a X t = X a f i V \  t

где bap — вторая квадратичная форма поверхности 2*.
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Дифференцируя в (7) соотношение v1xa\  получим

* 6V1 , f
Ха. — --- +  V 1 — - - - - - -  =  0 .

Ы 8t
Умножим это уравнение на и применим формулу (5), тогда будем 
иметь

6v* _ 6xJ
------- =  -g°*x  р V ---------

6t ” " ' 6t
Сравнивая полученное уравнение с (6), найдем

(8) G а =  V1'.
&t

(9)

С учетом (8) из второго уравнения (6) следует 

8ха‘ / 8х1
б t - т - щ

В силу формулы (9) из (6), (7) получаем уравнения для изменения
£ *е = х а'хе\  gat:

{  Ю) —  = - 2  Gba*, ■ =  2G6°1', Л ,  =  бат,б t ы

Аналогичным образом за счет перестановочности —  (va‘') =  (■  ° V
б t \ 6 t /

лучим формулы для изменения второй квадратичной формы:

6vs
no-

O D
б Ь
б t 

б Ьае

Г  =  G[ (In G ) +. (In G) (In G) ,  -  ],

61
=  Gg“Y 4  (In G) +  (In G) (In G ).,] +  SGgvtr'bF.

Вектор касательный {.ra‘} = т а к поверхности S , удовлетворяет урав­
нению

бта
(12)

б t
=  G[ (In G) v— .

Детерминант первой квадратичной формы g = g i,gz2 —gi*2 поверхности 
2, в силу (10) удовлетворяет уравнению

(13)
bg_

=  - 4 GgQ, 2Q =befg“*.

Здесь Й — средняя кривизна поверхности 2,.
В силу связи P —g получим из (13) уравнение для расходимости I:

(14)
б/
б t

-2GQI.

В  уравнение (14) входит Й, и, следовательно, уравнения (2), (14) не­
замкнуты. Используя формулы (10), (11), находим уравнения для Й, К:

0 5 )
6Й 

~бГ 
6 к
fit

=  2GQ?-GK+2-'G ,atg«\

=  2G ^K +2Q G ^gat- G Mba\
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Здесь К  — гауссова кривизна 2*, K = 2 Q 2—2“ 16ар&ар.
Уравнения (2), (14), (15), (20), (11) образуют замкнутую систему 

уравнений относительно уровня интенсивности и параметров внутренней, 
геометрии фронта. После преобразований с учетом (4), (14) уравнения 
могут быть записаны в лучевой системе координат в виде

. т
в ^

~  =  Ж - К +■  (2G)'- 1 G ^ g * ,  as

dK
—  =  2aK +2G -'G ,afiga" - G - iGMb«»1 
as

dbae
ds

=  (In G) +  (In G) ,a (In G) -  g n „  A *

dba11
=  [ (In G) >чв +  (In G) л(In G )>6] +  3 g ^ 6 p\

При заданной, достаточно гладкой функции G (х) и начальных услови­
ях S 0, Йо, А0, £ар°, goap, &оар, &«р° система уравнений (16) имеет единствен­
ное решение вдоль луча, определяемого уравнениями (3) или (6), которые 
можно записать в лучевых координатах, добавляя к ним уравнение (12), 
записанное также в лучевых координатах:

- f *  (In G) , « * р \

d x j
ds

(In G) ̂ —g^boaX^.

Система уравнений (16), (17) определяет изменение интенсивности,, 
параметров геометрии фронта волны и луч, вдоль которого оно происходит.

Отметим, что при б?ар£ар=Ссхр&ар==0 получаем в (16) замкнутые урав­
нения относительно Й, К. Исключая Й и К , получаем в этом случае урав­
нение для изменения интенсивности в однородной среде. В однородной 
среде можно из геометрических построений найти выражения для й, К 
[8],  которые удовлетворяют уравнениям (16) при GiaPgap= G ap&aP= 0 . Вы­
ражения G apgaP, G,apbap инвариантны поверхности, которые могут быть свя­
заны с кривизной и кручением лучей. Первый из них представляет собой 
дифференциальный параметр Бельтрами [10].

Рассмотрим вопрос о получении замкнутой системы уравнений дина­
мики и геометрии поверхностной волны. Пусть неоднородная среда х3̂ 0  
ограничена свободной поверхностью х 3= 0  (хи х2 — декартовые координа­
ты на свободной плоскости). Фронт нестационарной поверхностной волны 
представляет собой однопараметрическое семейство линий L t в плоскости
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X i 0 x 2. И з м е н е н и е  у р о в н я  и н т е н с и в н о с т и  S  п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  в д о л ь  п о
в е р х п о с т н о г о  л у ч а  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  [ 9 ]

dS 1 d in g  г2 1 din Л
------~г —-------- ------- + --------------- — =  0 .
ds 4 ds 2 ds

5 - | 111 (Ol/CDO) I, g=~g2 2, gli =  l ,  £l2 =  0.

Здесь P = g 22 — расходимость поверхностных лучей, Л =Л (#) — функция 
среды, зависящая от упругих коэффициентов и плотности среды.

Будем рассматривать фронт L t как линию пересечения плоскости #3=0' 
и цилиндра с осью, параллельной оси х3 и образующей L t, тогда из (13) 
имеем

Здесь £2 — средняя кривизна цилиндрической поверхности (кривиз­
на L t) .

Из (16) получаем уравнение для Q:

dQ
(20) —  =  2 Q2+ / 2G.22G -‘ =  2fi2 +  (Ggn) G.».

as

Здесь G (x) — скорость поверхностной волны. 
Исключая из уравнений (18) — (20) Й и g22, получим

(21)
d2S 
~ds~

2 dS d In Л 
+  2

eiSA*G 22
ds • ds e4S®Aozgr220G

+

 ̂ 1 d2lnA  
2 ds2

1 /  din A \
T \  ds /

0.

Уравнение (21) для уровня интенсивности S  поверхностной волны име­
ет место вдоль поверхностного луча, уравнения которого являются следст-

м
вием принципа Ферма для поверхностного эйконала т(#) =

Уравнение (21) имеет единственное решение при заданных начальных ус­
ловиях и достаточно гладких функциях £ (# ) , Л (#).

В общем случае функции G(x) уравнения геометрии и динамики объ­
емной (16) и поверхностной волн (18) —(20) могут быть решены методом 
последовательных приближений.

Рассмотрим задачу нахождения уровня интенсивности волны S  из урав­
нений (16). Для этого решим сначала задачу определения средней Й и 
гауссовой К  кривизн поверхности 2* согласно уравнениям (16). Приме-

G~l(x) ds.

няя метод последовательных приближений, положим

со со

Q<"») к =  ^ \ Ю п\  где 5 <n>, Qln), К {п) — приближения порядка п. В
«=0 п=0

качестве параметра, определяющего порядок приближений, берем величину
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градиента G {x). Будем считать порядок приближений в уравнениях (16) 
следующим: dlds (In G) имеет первый, a (ln G ))a, (In G) ,ap — второй поря­
док малости. Пулевому порядку соответствует однородная среда. В пер­
вом приближении учитывается скорость изменения неоднородности вдоль 
луча, а во втором — поперек. Если в (16) G ap=0, то в этом случае можно 
найти решение для £2, К  в виде

(22) Q =  (Q0- K 0s) 'F - 1 (s) , K = K Q̂¥~i (s) , W{s) =  K0sz-2 Q 0s + i y

совпадающем с выражениями, полученными в [8] путем геометрических 
построений в однородной среде. Формулы (22) имеют место в тех задачах, 
где фронт волны параллелен слоям неоднородности среды. Если среда слу­
чайно неоднородная и In G как функция s имеет нормальное распределе­
ние, то уровень интенсивности S  также распределен нормально, а о  — лог­
нормально [7].

Отметим, что в силу решений (22) волновые фронты в такой среде 
представляют собой либо развертывающиеся поверхности (ifo= 0 , Q0< 0 ) ,  
либо поверхности положительной кривизны (ЙГ0>О, Q0< 0 ) .

Рассмотрим теперь общий случай неоднородности среды, когда Q =  
— P=Gaf j feop̂ 0.  Из вида уравнений для gap, £>ap в (16) следует, 
что инварианты Р, Q зависят только от изменения функции In G поперек 
луча и определяют величину кривизны и кручения луча. Исключая К 
•в уравнениях (16) для £2, К, получим

d2Q dii 1 ,
( 2 3 )  ------- 6£2-----+  4Q3= —3£2(? + —  G+P.

ds2 ds 2
Применение метода последовательных приближений к (23) дает систе­

му уравнений для £2(п) (?г=0, 1, 2) вида

£2(0>—6Q<0)£2(0)+4Q(°)3= 0 , Q(o)= Q 0 при 5=0,

Q(,)—6Q(0)£2(1)+ 6 7 T O (,)= 0 , Q(1,= 0  при 5=0,
(24)

£2(2)—6£2(0)Й(2)+6/{'<0)£2(2)= Ф 2, £2<2>= 0  при 5=0,

, 1 еЙ2<°
Ф2= - 3  Q<0)Q +  —  6 + P , — -  =  Й(0.

2  0 5

Решая последовательно систему (24), найдем, что нулевое приближе­
ние £2(0), К {0) имеет вид (22), а £2(1)= К (1)= 0 .

Выражение для Й(2) существенно определяется Qo, К 0, т. е. видом на­
чальной поверхности. Общие формулы имеют довольно громоздкий вид, 
поэтому рассмотрим лишь случай, когда волна вначале является плоской: 
Q0= K 0= 0 . В  этом случае Qi0}= K i0)= Q {i)= K {i)=  0 и с учетом второго 
приближения находим

1 * *
Q=Q<2> = - $ Q d o - j  К т  da,

W о о
9

я = я < 2) =  -  J p 'Aj.
о
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Из формул (25) следует, что изменение геометрии фронта волны опре­
деляется инвариантами P t Q, характеризующими изменение функции G(x) 
в направлениях, перпендикулярных лучу.

Перейдем теперь к определению уровня амплитуды S, удовлетворяю-
оо

щего первому уравнению (16). Подставляя S  =  ^  S M в (16) и решая
п = 0

последовательно полученную систему уравнений с учетом (25), найдем 
во втором приближении включительно

а
(26) S  =  In +  In (G/G0) +  7 , J  Q<2) da.

0

Если волна была вначале (5=0) плоской, то в (26) полагаем Qo= # 0= 0 .
Формулы (25), (26) дают решение задачи об изменении уровня интен­

сивности S  волны, средней Q и гауссовой К  кривизн фронта волны при 
распространении вдоль луча, удовлетворяющего уравнениям (17). Знание 
зависимости изменения Q, К  (или I) вдоль луча позволяет определить из­
менение уровня интенсивности волны в зависимости только от функции 
G (x). Это особеппо важно при рассмотрении случайно неоднородных сред, 
где коэффициенты задаются, как правило, своими моментами [2, 5, 7]. 
Вопросы движения луча, согласно уравнениям (3), в детерминированных 
и случайных средах исследованы в работах [1 -6 , 11, 12].

Аналогичным образом можно применить метод последовательных 
приближений для изучения изменения геометрических параметров и уров­
ня амплитуды поверхностной волны.

Рассмотрим вопрос о границах применимости формул (16), (17) в з а ­
висимости от характера неоднородности среды, т. е. функции G (.r)>0 . 
Лучевые разложения, а следовательно формулы (16), неприменимы в ок­
рестностях каустик [3, 4]. Функция G зависит от лучевых координат 5, 
иа, цр, поэтому решение уравнений (16) единственно, если G — аналити­
ческая функция но 5, ии\  иР [3, 4, 6]. Если производные G разрывны на 
некоторых границах областей непрерывности, то в каждой из областей 
поля лучей и решения уравнений строятся в соответствии с законами от­
ражения-преломления, а связь между граничными значениями средней Q 
и К  гауссовой кривизнами может быть определена согласно форму­
лам [13]. Существование и единственность решений (16) нарушается 
в областях, где £ = 0 .  Это соответствует наличию в среде пустот, свободных 
поверхностей.
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