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О СВЯЗИ УПРУГОСТНЫХ И ТЕПЛОВЫХ СВОЙСТВ ВЕЩЕСТВ
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Дано теоретическое обоснование зависимости скорости волн дефор- 
мации в монокристаллах и поликристаллических веществах от отноше­
ния теплоемкости к тепловому расширению. Приведены эксперимен­
тальные данные, подтверждающие эту зависимость.

Потребность в справочных данных о величинах скорости волн дефор­
мации и постоянных упругости кристаллических и поликристаллических 
веществ непрерывно возрастает. Используя эти данные, определяют та­
кие важные для многих научных и прикладных целей параметры, как 
модули Юнга, сдвига, отношение Пуассона, а также зависимости этих 
параметров от температуры.

Однако измерение скорости звука в твердых телах особенно осложне­
но при низких и высоких температурах из-за трудностей обеспечения 
тепловой изоляции между образцом твердого тела и измерительным дат­
чиком при необходимости создания между ними надежного механическо­
го контакта. Этим, в частности, объясняется тот факт, что в справочной 
литературе весьма ограниченно представлены данные о скорости звука 
и постоянных упругости в твердых телах вообще, и особенно при высоких 
температурах [1—3]. Можно также установить, что упругостные свой­
ства веществ, полученные разными авторами, имеют больший разброс в 
сравнении с разбросом более доступных для измерения параметров, как, 
например, теплоемкость или коэффициент теплового расширения. Послед­
ние представлены практически для всех элементов периодической систе­
мы, для большей части наиболее распространенных веществ и получены 
в диапазоне температур от нескольких градусов Кельвина до температур 
плавления [4—6].

Поэтому полезно установление соотношения между скоростью звука 
и тепловыми свойствами твердых тел, применение которого позволит оце­
нивать упругостные свойства тел из данных о тепловых измерениях.

Для этого используем выражение для постоянной Грюнайзена [7]
din  о 
d in  У"

где о — частота обрезания Дебая, V — атомный объем.
При использовании этого уравнения предполагают, что изменение 

объема приводит к одинаковому изменению часоты для всех мод, так как 
этим уравнением определяется полный параметр Грюнайзена. Однако 
частоты различны, например, для продольных и поперечных волн, за­
висят и от направления распространения этих волн в кристаллической 
решетке вещества. Поэтому применение выражения (1) будет коррект­
ным, если частоту выразить через усредненный параметр, величина кото­
рого не зависит от направления распространения волны. Такому требо­
ванию соответствует следующий результат теории связи упругостного
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спектра кристалла с его тепловыми свойствами [8]:

(2) (i)2=const(C11+ 2C44) — ,т
где СПу Си — постоянные упругости монокристалла, а — постоянная ре­
шетки, т — атомный вес.

Так как частота тепловых колебаний решетки пропорциональна отно­
шению скорости волн деформации к постоянной решетке, то найдем согла­
сие уравнения (2) с известным понятием среднеквадратичной скорости 
волн деформации, распространяющихся в произвольном направлении [9]:

(3) V (
Clt+2Ctl

Зр ) •
где р — плотность.

Поскольку уравнения (2) и (3) справедливы для любого направления 
распространения волн деформации, то частота тепловых колебаний ре­
шетки и скорость волн деформации должны иметь одинаковое значение 
для монокристаллов и поликристаллических веществ с произвольной 
ориентацией отдельных монокристаллических зерен.

Это подтверждается применением следующих соотношений между 
постоянными упругости поликристаллических веществ и монокристаллов 
с кубическими решетками [1, с. 381]:

(4) С„'= -— С1,+ -—(С12+2С.н),

(5) “  С44Ч- -— (Сц—C 12), 
о 5

где С ,/ и Си — постоянные упругости поликристаллов. Из этих уравне­
ний найдем, что

(6) Си+2Си=Си'+2Си\
причем СХ1̂ С ц '  и С и^С и-  Из равенства (6) следует другая форма пред­
ставления уравнений (2) и (3).

В поликристаллических материалах анизотропия отдельных монокри­
сталлических зерен усредняется беспорядочной их ориентацией, а для 
изотропных тел известны следующие соотношения для скоростей продоль­
ных и поперечных волн:

Си' Си'

р р
поэтому возможна третья форма записи скорости воли деформации, рас­
пространяющихся в произвольном направлении:

(?) _ . v*+2v,i vV.
н

Вводя по аналогии с уравнением (3) понятие среднего значения 
постоянной упругости, которое не зависит от ориентации монокристалла

(8) е =  -^-(Сн+2С44) =  ^ - (С и'+2С44')

и используя уравнение (2), преобразуем выражение (1)

(9 )
d{ac) _  dV 

ад Т V
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Далее, применим следующее уравнение теории упругости для давле­
ния [10J:
(10) P ( V ,T ) = P l(V)+P2(V ,T ) .
Здесь Pi ( V) — составляющая давления, величина которой не зависит от 
теплового движения молекул. Эта величина определяется, например, элек­
тростатическими силами решетки и поэтому есть присущее конкретному 
веществу свойство; Р 2(И, Т) — составляющая давления, зависящая от 
теплового движения молекул.

Рi (F) ,  хотя и незначительно, зависит от температуры, так как с 
ростом температуры возрастают межатомные расстояния. Компенсируется 
эта зависимость для подобной Pi(V)  составляющей коэффициента упру­
гости /, [8, с. 122]

(11) /i= P i( l/ ) -a=const.
Физическая сущность факта постоянства Д состоит в том, что неко­

торое уменьшение Рi(V),  вызванное увеличением температуры, компен­
сируется возрастанием постоянной решетки [8, с. 238]. Это хорошо 
иллюстрируется па примере ионных кристаллов, для которых удельная 
электростатическая энергия ez=2e2/a. Тогда

ez a=const.
Затем применим следующее соотношение классической и квантовой 

физики для связи давления со средней энергией молекулы:- 1 т
где Е  — средняя энергия молекулы. <
Как отмечалось при получении уравнения (9), средняя энергия должна 
быть выражена среднеквадратичной скоростью согласно соотношению (3). 
В противном случае будут различные результаты для поликристаллических 
и монокристаллических тел, что противоречило бы закону сохранения 
энергии, а также известному опытному факту, согласно которому в ве­
ществах с кубической решеткой при одинаковой температуре такие тер­
модинамические параметры, как теплоемкость и коэффициент теплового 
расширения, имеют одинаковое значение для монокристаллов и поли­
кристаллов. На основании этого, а также с учетом обозначения (8) соот 
ношение (12) напишем в виде

Используя уравнения (11) и (13), а также известное определение 
модуля объемной упругости

Р
AV/V

и представление молекулярно-кинетической теории вещества о том, что 
при случайном тепловом движении частиц только половина их создает 
давление, уравнение (10) представим в виде

aQC0—aC _ о,Л/л АИ 
аС ргг V

Индекс 0 означает, что параметр взят при 0° К. В этом уравнении исполь­
зуется адиабатическое значение модуля объемной упругости, так как при 
распространении звуковой волны скорость изменения давления велика и 
теплообмепом можно пренебречь.
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При переходе от конечных приращений к  пределу уравнение (15) 
примет вид

(16)
d(aC) Мл dV 
~аС

Из сопоставления уравнений (9) и (16) найдем
3 МА
2 pv2 ’

(17)

Итак, получено новое соотношение связи постоянной Грюнайзена с 
модулем объемной упругости и среднеквадратичной скоростью волн де­
формации, согласно уравнениям (3) и (7). Применяя это соотношение в 
совокупности с широко известной формулoii Грюнайзена

(18)
PF

и термодинамическим соотношением
М aCv= MtCpj

где Мт — изотермический модуль объемной упругости; cv, — теплоем­
кости при постоянных объеме и давлении соответственно; р — коэффи­
циент объемного теплового расширения, получим окончательный ре­
зультат

(19) mv2=
2 р

который в отличие от уравнения (18), содержащего пять зависящих от 
температуры параметров, имеет три таких параметра и определяет одно­
значную связь между скоростью волн деформации и тепловыми свой­
ствами вещества, причем это уравнение справедливо для монокристаллов 
и поликристаллов.

Другой вывод зависимости (19) можно получить из общеизвестного 
закона сохранения энергии для адиабатического процесса
(20) cvdT=PdV.

1 dV
Поскольку, согласно определению, р =  — гг^ то •тгот закон будет

I' d'T

( 21) PV= Cv7
(22) mo1

С учетом формул (3) и (13) сразу найдем
3 cv

что отличается от результата (19) сомножителем cPlcv. Природа этого 
отличия аналогична известному различию скоростей звука в газах по 
Ньютону и Лапласу, что в общем виде справедливо и для твердых тел, 
как эго показано в работе [11]. Действительно, если в законе (20) объем 
поддерживается постоянным, то независимой переменной будет Р или Т. 
Рассматривая энергию как сложную функцию U[T{P)]  и дифференци­
руя, получим

( ° Е л  _/2£\ Ж )

\ d P l v  \  дТ I у \  дР I v
Далее, используя известное термодинамическое симметричное тождество 
и определение теплоемкости при постоянном объеме [11], после неслож-
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ных преобразований уравнения (20) получим

(23) ( ~ )  =  —  ( ^ f - )  .
\  др /  a cv \  ор / т

Зависимость (22) с учетом формулы (23) даст результат (19). Экспери­
ментальное подтверждение достоверности этого результата можно полу­
чить несколькими путями. Наиболее простой и короткий путь состоит в 
использовании повой формулы для расчета постоянной Грюнайзена (17) 
из данных о упругостных свойствах веществ. Для этого, применяя извест­
ную формулу теории упругости

Л/ =  у ( С и+2С12), 

уравнение (17) напишем

(24)
3 Сц+2С

7 =
12

2 СИ+2С4 4

Вычисления по этой формуле можно сравнить с расчетами по формуле 
Грюнайзена (18). Здесь сразу можно отметить, что при выполнении 
условий Коши С12=С44, которые при комнатных температурах прибли­
женно выполняются для хцелочпо-галоидных веществ, постоянная Грю­
найзена будет равна 1,5. По данным, например, работы [2] легко убе­
диться, что это действительно имеет место. Для ряда элементов, напри­
мер золота и платины, постоянная Грюнайзена имеет величину около 
трех. Следовательно, надо ожидать Ci2>Cu. Справочные данные работы
[2] подтверждают и это.

Другой путь опытного доказательства уравнения (19) состоит в срав­
нении величины скорости звука, полученной из строгой формулы теории 
упругости (3) с расчетами согласно зависимости (19)

(для согласования размерностей величины вводится механический экви­
валент тепла /=4,1868• 107 с целью получения размерности скорости в 
см/с, если теплоемкость дана в кал/моль-°К). Данные для этих расчетов 
по упругостным свойствам веществ заимствованы из [1—3], а по тепло­
вым—из [4—6]. Поскольку при измерении постоянных упругости исполь­
зуют разные физические методы, то по формуле (3) выполнены расчеты 
по данным всех цитированных источников. Результаты расчетов сведены 
в таблицу, которыми также убедительно подтверждается зависи­
мость (19).

Третий путь опытной проверки этой зависимости основан на термо­
динамическом подобии веществ. Для этого используется зависимость тем­
пературы Дебая от скорости упругих волн [2, с. 48]:
(25) Q=AvV~'f'
где А  — коэффициент пропорциональности.

Согласно теории Поста [2, с. 48], для расчета температуры Дебая воз­
можно использовать среднеквадратичную скорость по уравнению (3). 
Пользуясь только опытными данными, постоянную в уравнении (25) 
определить нельзя, но возможно вычислить отношение температур Дебая. 
Совмещенные кривые теплоемкости строятся в относительных температу­
рах х= Т /6 (Т — температура в °К). Для xt= x { найдем

Тх __ Vi /Г.ч' /з 
7\ Vi \  Vi / *
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Экспериментальное подтверждение зависимости связи скорости звука
от тепловых свойств веществ

JS6 п. п.
Веще­
ство

Cn C< 4 Cp Э т % *3 v t

дин/cmV-IO» Г / С М 3
кал К-МО6 г см/с -1 0-- S

моль-К

1. 168,4 75,4 8,90 5,86 50,1 63,25 3,44 3,40 3,46
170,2 75,1 3,45

Си 170,0 64,5 3,33
171,0 75,6 3,46
169,8 75,3 3,45

2 124,0 46,1 10,53 6,09 57,0 107,88 2,61 2,50 2,58
Ag 119,0 43,7 2,56

121,0 42,6 2,55

3 194,0 40,0 19,28 6,08 42,0 197,0 2,18 2,15 2,17
Аи 196,0 42,0 2,19

187,0 42,6 2,17

4 ГЫ 227,1 71,7 12,12 6,12 34,8 106,4 3,18 3,22 3,20
1(1 222,13 71,37 3,15

5 244.0 102,0 8,91 6,2 38,1 58,7 4,09 4,27 4,22
Ni 243,6 119,6 4,25

250,0 118,5

6 РЬ 47,5 14,4 11,36 6,30 85,5 207,21 1,49 1,49 1,52
46,6 14,4 1,48 *

7 108,2 28,4 2,70 5,83, 69,6 26,98 4,51 4,42 4,30
А1 105,6 28,5 4,48

107,3 28,3 4,50 »

107,6 28,4 4,51
3 Tli 57,2 47,8 11,72 6,03 33,6 232,05 2,09 2,20
9 502,0 151,5 19,25 5,81 13,8 183,86 3,73, 3,79 3,80

W 523,3 160,7 3,82
512,6 152,7 3,76

10 Fp 237,0 116,0 7,87 5,87 36,0 55,85 4,46 4,28 4,38
243, t 121,9 . 4,54

11 49,3 12,8- 2,16 6,00 120,0 58,45 3,40 3,3
NaCl 49,1 12,8 ♦ 3,39

46,8 11,9 3,30
12 NaJ 30,4 7,2 3,67 6,27 136,0 149,9 2,02 1,97
13 40,8 6,4 1,99 6,20 115,0 74,56 3,00 3,01

KCL 40,9 6,3 3,00
39,8 6,3 2,97

14 27.8 3,8 3,13 0,18 128,0 166,01 1,94 1,91
KJ 26,7 4,2 1,93

•x* 27,0 4,2 1,94
15 KRr 34,9 5,1 2,95 6 , 1 0 117,0 119,02 2,26 2,35

1 V D 1 34,6 5,05 2,25
16 RbJ 25,9 2,8 3,553 0,2 118,0 212,4 1,72 1,76

Индексы при v  означают: у  — скорость определена из формулы теории упругости (3), 
а — скорость определена из зависимости (19), t  — скорость определена из совмещенных 
кривых теплоемкости но подобию (26).

Здесь индексом 1 обозначены параметры вещества, для которого извест­
на скорость v , а индексом i  обозначается скорость, которая определяется 
по найденным отношениям 2УГ, из совмещенных кривых. Скорость vt 
находится следующим образом: кривые зависимостей теплоемкости ве­
ществ от температуры совмещаются, что более просто осуществляется в
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Ьд Ср

Пример совмещения зависимостей теплоемкости от температуры. 1 — Си,
2 — Ag, 0 - Л и ,  4 —  Ni, 5 — Pb, 0 - Л  1, 7 - P t

логарифмической шкале, так как в силу свойства логарифмов In с./с,= 
=1п Ci—Id с, искомое отношение (2G) находится смещением по оси х 
кривых теплоемкости до достижения наилучшего их совмещения.

Примеры совмещенных кривых показаны па фигуре (масштаб отно­
сительных температур произволен, так как постоянная А в соотношении
(26) сокращается). Для определенного значения х , выбранного на участ­
ке, где все кривые наилучшим образом совмещены, находим Т{ и Г,. 
Далее, по найденным значениям Т <, пользуясь отношением (26) находим 
скорости волн деформации для других веществ. Полученные таким обра­
зом скорости используем для сравнения с рассчитанными скоростями из 
соотношения (19).

Этот путь опытного доказательства зависимости (19) может быть осу­
ществлен противоположным порядком, когда по тепловым параметрам 
вычисляются скорости волн деформации различных веществ. Эти величи­
ны далее применяются для нахождения согласно уравнению (25) темпе­
ратур Дебая, причем постоянная А может быть выбрана произвольно. За­
тем в относительных температурах £=770 осуществляется построение 
кривых теплоемкостей. Если скорости определены верно, то, согласно 
упомянутой теории Поста, построенные кривые должны совпасть, что 
иллюстрируется фигурой.

Рассмотренная зависимость тепловых и упругостных свойств веществ 
справедлива для элементов с грапецентрированной кубической решеткой, 
а также для веществ такой же структуры, по решетка которых состоит из 
различных атомов, примерами которых могут быть щелочно-галоидные 
кристаллы. Однако последние подчиняются зависимости (19) только при 
Т^О.  Это объясняется тем, что колебательный спектр таких кристаллов 
помимо акустической ветви содержит оптическую ветвь, а, как известно, 
различие вкладов этих колебаний в теплоемкость возрастает при умень­
шении температуры. С этих же позиций рассматриваются такие полу­
5 6 0



проводниковые кристаллы, как германий и кремний, так как элементар­
ная ячейка этих кристаллов содержит по два атома [9, с. 189]. Интересен 
также тот факт, что зависимости (19) подчиняются некоторые элементы 
с объемно-центрированной кубической решеткой (вольфрам, железо), 
в то время как коэффициент пропорциональности в уравнении (19) для 
других элементов с такой решеткой, например группы лития, отличается
от 1,5 в 1,26 раза (У2). Поэтому для расширения области применимости 
зависимости (19) необходимы дополнительные теоретические и экспери­
ментальные исследования.

Важность исследований в этом направлении определяется тем, что, 
помимо установления факта повой связи между скоростью воли дефор­
мации и тепловыми свойствами вещества, эта зависимость полезна для 
решения ряда прикладных задач, например для вычисления скорости 
продольных и поперечных волн деформации в поликристаллических ве­
ществах. Это можно иллюстрировать применением зависимости (19) 
наряду с известной формулой для отношения Пуассона

Q Vi2—2vt
Z o ------------------

v ? - v f J

применяя которую путем несложных преобразований получим

(27) V?

(28) V?

9 сР 1—о 
2~ fre 2—Зо ’ 
9 сР 1—2 о 
4 рте 2—За *

Итак, установлена зависимость среднеквадратичной скорости воли де­
формации, распространяющихся в произвольном направлении в кристал­
лических и поликристаллических телах, от тепловых параметров этих тел, 
которая хорошо подтверждается опытными данными, полученными из 
различных экспериментов.
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