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О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ

Б а б к и н  Г .  И . ,  К л я ц к и п  В .  И . ,  Л ю б а в и н  Л .  Я .

Для различных краевых задач, связанных с волновым уравнением, 
предложен новый подход, приводящий к задаче с начальными условия­
ми. Рассмотрено скалярное волновое уравнение для одномерного и трех­
мерного случаев, а также обобщение на нелинейные среды. Возникающие 
при этом операторы сведены к интегральным.

В последнее время заметно повысился интерес к решению краевых 
статистических задач (см., например, работы [1—3 ]). Наиболее сущест­
венными среди них являются задачи, связанные с распространением волн 
в линейных и нелинейных средах. При этом оказывается удобным све­
дение краевой задачи к задаче с начальными условиями. Такой переход 
может оказаться полезным для численного решения задачи и является 
необходимым для стохастических уравнений, так как задача с начальными 
данными обладает свойством динамической причинности, которое требу­
ется для построения статистической теории (см., например, работы [3, 4 ]).

В работе [5] (см. также работу [3]) подобный переход для одномер­
ного скалярного уравнения Гельмгольца осуществлен методом, аналогич­
ным теории инвариантного погружения (см., например, работу [6 ]) , что 
позволило построить статистическую теорию переноса излучения в слоис­
тых средах. Затем этот метод был распространен на трехмерный слу­
чай [7], нелинейные среды и уравнения Максвелла [8]. В данной работе 
рассматривается переход от краевой задачи к задаче Коши для скаляр­
ного волнового уравнения. Такие задачи возникают при анализе распро­
странения временных импульсов в стационарных и нестационарных сре­
дах, а также при рассеянии волн одного типа па волнах другого' тина 
(см., например, работу [9]).

В случае одномерной слоистой среды напишем волновое уравнение 
в виде
(1) u t t - c 2uxx= [ e (x ,  t ) u ( x 9 t ) ] tt.

Пусть волна падает справа на слой среды L0<x<L> вне которого е=0. 
На границах слоя непрерывны величины и и и*. Исходная краевая за­
дача эквивалентна интегральному уравнению

L
(2 )  и (х, t ) = u 0(x ,  0  +  |  d x  j* d t ' g ( x , t ; x \ t ' )  [ e ( x \  t ' ) u ( x \ t ' )  ] r r ,

где Uo{x, t) соответствует падающей волне, a g — функции Грина свобод­
ного пространства (см., например, работу [10]):

(3) g(x , t\ х \  t r) =  (2с) _,0 (t—t '—с- 1 1 х —х  I) =

@  И зд а т е л ь с т в о  «Н аука»,
«А кустический  ж урн ал» , 1982 г .
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A fiin  J  frt+il)4nic  J ©+Ю 
При x > x 7 для функции g имеют место равенства

дх с dt с d t ' ‘
( 4 )

Функция Грина, соответствующая точечному источнику в точке 
(х0, U), удовлетворяет интегральному уравнению (Ь0< х 0<Ь):

( 5 )

AJ

F(x, t; х 0, t0; L) =g(x ,  l; x 0, t0) +  J  d®, J  dt,g(x, t; x u t t) X

X [e ( x n ti)F( x 1? tfi x0t to] L)  ]

Если источник находится на границе слоя, т. е. ха=Ь, получаем 
(G{x, t; L, to) =F(x, t; L, t0; L ) ):

( 6) G(x, t;L, t0) =g(x ,  t; L, ta) +  Jd®, Jdf,s(®, <; ®„ «,)X

X [e (x„ î) G (x,, L, /0) ]

причем волновое поле а связано с функцией Грина равенством

u ( x , t ) =  ^dtoG(x, t ;L , to) f ( t0), 

u0( x , t ) =  §dtog(x , t ;L, t0)f(to)-

Здесь f ( t 0) — распределение источников в плоскости х= Ь,  соответствую­
щее полю и0. В соответствии с методом инвариантного погружения рас­
смотрим зависимость функции G от параметра L — положения правой гра­
ницы слоя. Дифференцируя (6) по L  и используя равенства (4), можно 
получить соотношение
(8)

dG(x, t; L, t0) _  1 
dL с

£G

д и
+  Jdi.G (x, t ; L, t t) [ s  (L, t , )H (L; th t0) ]Ml*

которое можно рассматривать как интегродифференциальное уравнение, 
если дополнить его начальным условием

G(x , t ; L, i0) U=*=//(x; *0).

Функция I I (L; Z0)= G (L , Z; Z0) описывает волновое поле в плоскости
источника. Дифференцируя по L  соответствующее / /  интегральное урав­
нение, получаем уравнение

dH(L; t, О с/ ч 1 дН 
6(£—^о) “  Ъ

с dZ
1 о п
с dt0

+  J dt iH (L ; Z, Zt) [е (£, £ i) //(£; t0) ]

с начальным условием

I I (L- Z, t0) \ L - L * = g ( t ,  to)=g{L0, Z; L 0, ô) =  ( 2 c ) - 10 ( i - / o) .

Величина I I (L; Z, t0) —g ( ty Z0) описывает рассеянное назад поле. Если 
в уравнении (9) пренебречь интегральным членом, т. е. положить е= 0 , 
то найдем H(L; t, U)=g(t ,  U), что соответствует пренебрежению обрат­
ным рассеянием. Подставляя это решение в уравнение (8), можно полу-
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чить интегральное уравнение для функции Грина
L

(10) G ( x , t ; L , t 0)=g(,x,t- ,L,t0)+, J d x J  dt ,g(x ,«; х„ U) X
X

X [е (#i, t {)G (xly t v; L, t0) ] flf| 
или для волнового поля

L

(11) и (х, t) =Ц0 (х, t ) +  J dx, J dt,g(x, t ; *2) [e (x„ t , )  и (x„ «,) ] tit,-

Последнее эквивалентно дифференциальному уравнению

ди(ху t )  _  1 <9tt(s, £)
с

( 12)
<9*

j d t tg i t - t i )  [s (х, <,) и (х, t t)

1 d u (x .t) 1 г / ч / 4 1

= ---------- я Г ~’ — *)»(*,*)]' «•с <9* 2с

В случае стационарной среды, когда е = е (х ) , уравнение (9) упроща­
ется:

d H ( L \  t — t 0) 1 . . . 2  д
(13) дЬ

-  =  —  б ( f - t . ) ------ -—//( / .;  t - t . )  +
с2 с dt

+ P (L )  J * , f f ( L ; * - « l) i j ( L ;  * , - ! , )

Представим решение в виде

tf(L; «-«,) =  J cfotf(L,<и)е'“(,“'»\

тогда для коэффициента отражения на частоте со

(14) Ды= 4 лш сН (Ь ,  о ) — 1

получим хорошо известное (см., например, работу [11]) уравнение (Рик- 
кати)

(15) ^ L ,  =  - ^ . / ? m +  i ^ . e (L) (1+ Д Ы) 2.
dL с 2с

Аналогичным образом можно найти уравнение для функции Грина F, 
соответствующей точечному источнику, расположенному в точке s 0(£o<  
^ X q̂ L ) .  Дифференцируя уравнение (5) по L, получаем

(16)
d F (x , t ; x о, U\L)  

d L
— J* dtiG (s, f, L, ti) [ в (L, t t) О (L, t \ ; x Q, t0) ] tiu

с начальным условием F(x, t ; So, L) \ l =xc= G [ x ) t\ х0у t Q) при х 0> х у 
F (x , so. о̂; L) | l-«—ff(x, s 0, ^ ) при s > s 0. Здесь G(x, L, t 0)  =
= F (xy t ; L, V, L), S^L, *o, t0) = F ( L y t\ x 0, t0; L). Функция G описыва­
ется уравнением (8), а для функции G мы получаем дифференцирова­
нием соответствующего ей интегрального уравпения по L  уравнение

(17) dG (L , t ; x0} t0) 
d L

1 dG
с d t

+  J*dtiZ (L, t i )G(Ly tx \ xQ, t 0) [H(L; t , t t) ] ,l#l

с начальным условием C (L, t ; s 0, t 0) | l- xo= # (s 0; t,  U ) . Функция H (L ; M i) =  
=G(L, $; L, i,)=G (L , J; L, удовлетворяет уравнению (9).

Полученные выше уравнения легко обобщаются и на тот случай, когда 
в правой части (1) содержится нелинейный оператор 2?t(u)y например 
3?х (u)g=[e(u)g) tt- Написав соответствующее интегральное уравнение
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д л я  ф у н к ц и и  G , а н а л о г и ч н о й  ф у н к ц и и  Г р и н а  д л я  л и н е й н о й  з а д а ч и , н а й ­
д е м  п р о и з в о д н ы е  dG/dL и  SG / б / ,  к о т о р ы е , к а к  л е г к о  в и д е т ь , с в я з а н ы  л и ­
н е й н ы м  о б р а зо м . В  р е з у л ь т а т е  п о л у ч и м  у р а в н е н и е  д л я  ф у н к ц и и  G

(18)
8 G  (х , f ;  L, t0)

dL
— &ujG (x, P, L, to) +  j d t 'b

8 G (x , t ;L , t0)
г

6 l i t ' )
с н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м

G(x, t ;  L, t o )  \ l = x = H ( x ; t ,  t o ) ,  

гд е  о п е р а т о р ы  dt, bt о п р е д е л я ю т с я  с о о т н о ш е н и я м и

1 d G
dicG  (x, t ;  L, t 0)  =  гг— +  [ d t f i  (x, i!; L, t , ) S ? t (L \  t , ,  t 0) ,

c  d t o  J

(19) % = f ( t ) a t.

Д л я  ф у н к ц и и  H(L; t, t0) а н а л о г и ч н ы м  о б р а зо м  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е

( 20)
d H ( L ; t , t 0)  1 . 1 д Itrr
------ r j ----- =  —  8 ( t - t o ) ------- —  H ( L ; t ,  t 0)  +

d L  <r c a t

, ?  6 #  (L ; t,  t0)
+d,M(L;  *,*.)+ \dt'b,-

б n n
с  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и е м

H { L \  t ,  U )  \ L= u = g ( t ,  t 0) = g ( L ,  t ; L, <0).
Е с л и  в  у р а в н е н и и  (2 0 )  п р е н е б р е ч ь  ч л е н а м и , с о д е р ж а щ и м и  9 *, т о  его  

р е ш е н и е м  б у д е т  I I (L; £, £o)= £f(f, £о), ч т о  с о о т в е т с т в у е т  п р е н е б р е ж е н и ю  
о б р а т н ы м  р а с с е я н и е м . П о д с т а в л я я  э то  р е ш е н и е  в  у р а в н е н и е  ( 1 8 ) ,  м о ж н о  
п о л у ч и т ь  д л я  ф у н к ц и и  G и н т е г р а л ь н о е  у р а в н е н и е

(21)

Д 4 •

G (х , t; L, U) = g  (х, 2; L, t0) +  |  dxl J dt,g (x, t ; tt) X

UG (xit t t ; L, t0) .
Д л я  в о л н о в о го  п о л я  в  это м  с л у ч а е  и м е е м  в ы р а ж е п и е

( 22) и (х, t) = U o  (х, t )+  j d x ,  Jdt,g (x, t; x„ t,) S uu (a :,, 2,),

а  т а к ж е  э к в и в а л е н т п ы е  у р а в н е н и я

du{x, t)  _  1 du(x, t)
с

(23)
дх 

1 да
dt

J dtlg{t,U)3?,,u(x,tl) =

1 /  д \" ‘
c  dt

В ы б е р е м  о п е р а т о р  9 1 в  в и д е

9 tu =  [E u2/ 2 + $ u t+ a u l t ] th

гд е  п е р в ы й  ч л е н  о п и с ы в а е т  н е л и н е й н ы е  с в о й с т в а  с р е д ы , в т о р о й  — д и с си ­
пацию, а т р е т и й  — д и с п е р с и ю  в о л н . Т о г д а  и з  ф о р м у л ы  (2 3 )  в ы т е к а е т  с л е ­
д у ю щ е е  у р а в н е н и е  д л я  в о л н о в о го  п о л я  (в  п р е н е б р е ж е н и и  о б р а т н ы м  р а с ­
с е я н и е м )  :
. да 1 да 1 г да д2и д*и 1
(24) —  =  —  - ------~— I ги —  +  В -— +  а -----  .

2с L dt V dt2 dt3 Jdx c dt 2c

П р и  a=0  п о л у ч а е м  у р а в н е н и е  Б ю р г е р с а , а  п р и  § = 0  — у р а в н е н и е  К о р т е -  
в е г а  — д е  Ф р и за .



Рассмотрим теперь трехмерную задачу, которая описывается волновым 
уравнением

(25) u tt—с2Аи= [г(х ,  р, t)u{x,  р, £)]п

с соответствующими краевыми условиями при x = L Q, L  (по-прежнему 
считаем, что неоднородности сосредоточены в слое L0̂ x < L  и справа на 
него падает волна). Краевая задача (25) эквивалентна интегральному 
уравнению

L
(26) u ( x , p , t ) = u 0(x ,p , t )+  ^dx '  ^ d p '  j d t ' g ( x , p , t ; x ' , p ' , t ' ) X

*•0

X [ e ( x ' , p ' , t  ) и ( x ' , p \ t '

где p — радиус-вектор в плоскости, перпендикулярной к оси х , а

(27) g (х, р, t ; х' ,  р', t ' )  =  1 ^  6 [ с2 ( t - t ’ Y - { х - х ’У -  (р -р ')2]
Ляс

х

2с2 (2л) 
ехр [-|ж -^ '1  (д2- с - г<огУ ’]

(qz- c - W y - 
ехр[г|х—х  | (о)гс~г—q2) 1,1 sgn ю]

6(g2- c - 2©2) -

i ((а2с~г—дг) 4‘ sgn со
G (w 2c - 2- g 2) } .

Функция g зависит от разности аргументов и при х > х '  удовлетворяет со­
отношениям

d g ( x - x ' , p - p ' , t - t ' )
дх

Действие операторов Ж pt* на фурье-компоненты функции g легко опре­
делить из выражения (27):

(29) J t q(a±= — (q2—c~2 со2) v?0 (q2—с”2о>2) ± i  sgn соХ 

X  ( <d2c~z—q2)1,3Q (co2c -2 —д2) .

Действуя так же, как и в случае слоистой среды, для функции Грина 
получаем интегродифференциальное уравнение

dG(x , р, t] L, ро̂ о)
=  Ж Po/oG+ J dp, J dt,G (Xl p, t ; L, piT t,) X

d L ^

(30) 6 p*» (£ ; л» p°> *•) ] №

с начальным условием

Я ( # ,  P? Po, *o) |ь = я = /7 (^ »  P, po» ^o) •

Волновое поле удовлетворяет соотношению

(31) гг (ж, р, t ) =  J dp о |г й 0/(роЛ )С (*>М ;£,Р оЛ ).
г !•[

где /(р0, £0) — распределение источников в плоскости x==L, создаваемое 
падающей волной. Функция H{L\  р, t\ р0, U)=G{L , р, t; L, р0, $0), опи­
сывающая поле в плоскости x = L , удовлетворяет уравнению

( 32)
dH (L;p , t ;p0, t0) 1 4Ч ,

Н + Ж Ро/оЯ +  — б (р—Ро) б (£—̂ о)
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j  dt,H(L; p, t ; p „  t,) [e (L, p„ t , )H(L;  p ,, t,; p0, t„)
с условием

II(L;  p, t; p0, «») U=bo=g(p-p», P~po, t - h ) .
При выводе формулы (32) использовано соотношение ^р<+?(Р“"ро, t—t0) =  
= - ( 2 с 2) - 1б (р -р 0) б ( ^ о ) .

Если в уравнении (32) пренебречь интегральным члепом, содержащим 
e(L, р, t) (что соответствует пренебрежению обратным рассеянием), 
то его решением будет функция H ( L ; р, £; р0, £о)=£(р—ро, £—U). В этом 
случае для волнового поля можно получить интегральное уравнение

откуда

(34)

и
и (х , р, t) =Ио (х , р, t) +  |  dx, j dp, Jdt,g (x-Xi, p - p „  t - t , )  X

X [ 8  ( # i ,  Pi, ti)ll ( # i ,  pi, ^ i )  ]  ut i j

dn{x,  p, t)
dx

X [ e U p „ 0 » f e  Pi,*i)]«.

= -M ( , ,+ u -  j  dp, j dt ,g(p-p„ t - t , ) X

t И
или
(35) du(x,  p, t ) ' = _ ^ р +и+  (2c*) [e (ж, p, f) » (s , p, t) ]„.

d#
В случае стационарной среды, когда 8 не зависит от £, в уравнениях

(30), (32) можпо провести фурье-преобразование по переменной (£—£0), 
при этом получаются результаты работы [7]. Оператору Ж р*  при таком 
переходе соответствует i((o2c-2+A p) Vj. Как и в одномерном варианте, об­
суждавшемся выше, легко получить уравнения для функции Грина, соот­
ветствующей точечпому источнику, расположенному внутри среды, а так­
же обобщить полученные уравпепия на случай нелинейных сред.

Отметим, что Ж рг* можпо представить в виде интегрального опера­
тора

(36) *#p,+g ( x - x 0, p - p 0jt - t 0) =  ^dp '  ^ d t ' X ( p - p ' , t - t ' ) X  

X g ( x ~ x 0, p '-po , t ' - to )  =J(pa,0g=

=  J  dp' ^ d t ' g ( x - x 0, p - p ' , t - t ' ) % ‘( p ' - p 0, t ' - t 0).

Чтобы определить ядро Ж{р,  £), нужно подействовать оператором Ж р*  
на функцию 6(р)6(£), т. е. найти фурье-преобразование величины Ж q*,*, 
определенной формулой (29). В результате получим

Ж(р,  0  =
1 d б(£—с”*р) 

2яс3£ dt t
р = ( y 2+z2) \

Интегрируя полученное выражение no z, находим ядро интегрального 
оператора для двумерных задач

1 d 0 (czt2—y2) 0 (t)
jxct dt (cH2—y2Yh

откуда следует, что в одномерном случае ядро имеет вид Ж(Ь) = —б/ (£)/с, 
в соответствии с полученными выше уравнениями (8), (9). Следует так­
же заметить, что существует простое соотношение между ядром Ж(р, t) 
и функцией Грина g(.p} £), в чем можно убедиться непосредственной про­
веркой:

(39) Х (р ,< )=  2 dg{9,t)
t dt
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Э то соотн ош ен и е  сп раведл и во такж е в двум ерн ом  и  одн ом ерн ом  сл учаях . 
(В  д вум ер н ом  сл учае  ф ун к ц и я  Г р и н а  g (p ,  t)=Q(ct—p)/2nc{c2t2—i)2)'h).

Ф у р ье-п р еобр а зова и и е  вы раж ен и я  (3 7 ) но t дает я д р о  интегральн ого 
оп ератор а  дл я  стац и он арн ы х задач

(40) s - ! i

К а к  у ж е  отм ечал ось , и н теграл ьн ом у оп ер а тор у  с  таки м  ядром  соотв етств у ет  
диф ф еренциальны й оп ератор  £(fc2+ A p) Vj. В  двум ерн ом  случае находим

(4 1 )  Ж(у) =  —  НГ(ку),
2у

где # , (1> — ф ун к ц и я  Г ан к ел я  п ер вого  рода.
Д л я  и н теграл ьн ого оп ер а тор а , со о т в е тств у ю щ е го  (.Ж0+)~\ та к ж е  л ег­

к о  н айти  ядро:

(4 2 ) • ^ ( М )  =

В  двум ерн ом  сл учае

(4 3 ) Х ( у ,  * ) = -

б  (г—с 'р )

2лр

с  Q(cH2- y 2)Q{t)
V  ( с Ч * - у Т

а в од н ом ер н ом  Ж (£) = —с 0 (£ ) . С оотн ош ен и е, свя зы ва ю щ ее ядро и н те ­
грал ьн ого оп ератор а  с  ф ун кц и ей  Г ри н а св обод н ого  п ростр ан ства , им еет 
вид

(4 4 ) Х ( р , 0 = - 2 с ^ ( р ,  t).
В  стац и он арн ом  сл учае  им еем  соответствен н о

(4 5 ) Х { р ) = -
ex p (ifcp ) 

2 л  р Х ( у )  = Hi" {ky).
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