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ЧЕТЫРЕХФОНОННЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОБЪЕМНЫХ ВОЛН
В КРИСТАЛЛАХ

Б а р ы ш н и к о в а  Л .Ф .
Исследованы механизмы образования волны суммарной частоты 0)4 

при четырехфононном взаимодействии. Найдены условия, при которых 
последовательные трехволновые процессы вносят осповпой вклад в обра­
зование этой волны. Рассмотрены параметрические четырехфонопные 
процессы и с учетом дисперсии определены условия, при которых воз­
можно усиление волн.

Исследованию четырехволповых процессов в оптике посвящен ряд 
работ [1—6]; эти процессы ответственны за вынужденное комбинацион­
ное рассеяние, генерацию третьей гармоники, двухфотонное поглощение, 
самофокусировку световых лучей и т. д. [4]. В акустике четырехволновым 
взаимодействиям уделено значительно меньше внимания. В твердых телах 
в основном исследуются нелинейные процессы образования волн суммар­
ной, разностной частоты и параметрические явления, определяемые трех­
волновыми взаимодействиями [7—19]. Тем не менее опубликовано не­
сколько работ по экспериментальному наблюдению третьих гармопик и 
волн комбинационных частот [20—22], теоретически рассматриваются 
вопросы генерации высших гармоник в изотропных твердых телах 
[23, 24] и для некоторых направлений в кристаллах [25, 26] исследуются 
неколлинеарпые взаимодействия в полупроводниках во внешнем перемен­
ном электрическом поле [27], которые также можно отнести к четырех­
волновым взаимодействиям. Исследование четырехволновых взаимодей­
ствий позволяет получить сведения о нелинейных свойствах твердых тел 
и создает перспективы для конструирования на их основе нелинейных 
устройств обработки сигналов [28]. В настоящей работе рассмотрены не­
которые типы четырехфононных процессов в кристаллах, в частности 
процессы параметрического усиления волн.

Уравнение движения для кристаллов в лагранжевом представлении с 
учетом кубичных членов по деформации имеет вид [29]

* 99
РоЙ»=  ( С ijkl pqUp ,q~\~Cijhl pqreUp,qUrtt)

где p0 — плотность, щ — компонента механического смещения, Ciikh 
_ • _ ••
Cijhipq, CWPqr, определяются упругими модулями второго, третьего и
четвертого порядков [29]. Для конкретности рассмотрим четырехфонон­
ные взаимодействия с образованием волн суммарной частоты, определяе­
мые условиями сохранения энергии и квазиимиульса:

(1) (О4— со 1—0З2—(Оз— 0, к4— к |— к 2— кз— Дк,

где А к — расстройка волновых векторов, вызванная дисперсией. Решение
i

ищется в виде ик=  икп) expi(tont—к*а{)+к. с., где а, — координата в ла-
л —1

(л) -  (л) „гранжевом представлении, uh ,ki — компоненты смещении и волповых
векторов волн с частотами со„ (тг=1, 2, 3, 4). Подставляя решения в урав­
нение движения и используя метод медленно меняющихся амплитуд, по­
лучим систему уравнений, определяющую четырехфононные взаимодейст-
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вия в кристаллах:

(2)
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duw
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k w k w k w
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daw 2p0V(2)* fc<2>

ди<3> iexp(—iAk{a{) k ^ k ' z)k w
да'3> 2PoF 3>2 k<3>0в<*> i ехр((Ак{а{) kw k tZ)ki3>

да<4> 2p0F<4)2 k w
V(n\  ^f(n) — соответственно компоне]

4P(1)»(,>V e,V 4),

p<2>u(l)V 3)V 4\

P (3)u(1)V 2)V 4\

Р (4)гг(1)гг(2,гг(3),

рость, направляющие косинусы векторов смещении волы с частотами о)„г
' ’ л -j

a(n)= a j/ij(n), P (n)=P,(n Выражения для Р*(п), определяемые анизотро­
пией свойств кристаллов, имеют вид

=  C tU vs  (A(2)n f n f  « « W  W  +
+  ?(г4) +  +
+  Л } 3>n f  и » n<«7f  Y<*> -  k ^ n f n ^ n f  n f y ^ y f y f '  -
- k « n ? n \ » „ f n ? y P y f y ? ) ,
P f  =  -  +
+  ft(1)n f Wp)»<3)» ® # Y ® T ? ) +  +
+  № п?п\"п?т $>  W y f y ™  +  k ^ n f n r n ^ n f ^ y f y ^  +
+  k ^ n f  п ? п ™ п ? у Р у ? у " ) .

Pii] и P<<S) получаются из Р«(|) заменой в верхних скобках соответствен­
но индекса 1 на 2 и индекса 1 на 3.

Рассмотрим несколько типов взаимодействий. Простейший из них — 
коллинеарное взаимодействие четырех воли с одинаковыми скоростями, 
для которых выполняются законы сохранения энергии и квазиимпульса (1).
т т  М . .  ( 1 )  ( 2 )  ( 3 )  ( I )  ( 2 )  mДля коллипеарных взаимодействии /г, =/г, ==щ =nh ^  =="(, ==Y*

••
Р <4)= Р , a(!t)=a,P=—Cij’hiPqrsrijnlnqn^i^ĥ p̂ r. Считая, что гг(4><гг(1) - 

~ u {2)~ iг(3), решение системы уравнений (2) с учетом граничных условий

u{i)= u , y \ u (2)=UoZ), ui3)=UoS), u(4)= 0  при а= 0  запишется следующим
образом:

к { 1 ) к {2)к {э)и {01) щ 2) u 0( i )  • Р
(3) гг( 4 ) (eiAfcQ—1).

2 p 0F 2 ДА:

При Д/с=0 выражение (3) преобразуется к виду

( 4 ) uw =iPk^k™ k^ul0l> и ?  и Г  a / 2 p 0F 2.

Амплитуда волны с частотой со4 определяется нелинейными модулями 
упругости до четвертого порядка включительно. Зависимость действитель­
ной амплитуды этой волны от расстройки волновых векторов и координа­
ты будет такой же, как, например, у второй гармоники в среде с диспер­
сией. Без учета поглощения и дисперсии в приближении заданного поля 
волп гг(1), гг{2), гг(3), как видно из выражения (4), четырехволновые про­
цессы приводят к линейной зависимости амплитуды и(4) от расстояния.

Возможен другой механизм образования волны с частотой о)4. В среде,
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где распространяются волны с частотами o>i, со2, со*, возможны последова­
тельные трехфоионные взаимодействия этих волн, которые в результате 
также приводят к возникновению волны с частотой ю4. Последовательные 
трехфононные процессы определяются законами сохранения квазиим­
пульса

k < i + * , _ k < , ) + k ( i > + A k / f  к ( 4 , = к ( 1 + 2 ) + к ( з , + д к ( 1 ) ;

( 5 )  к ( 1+3) = к ( 1} + к (3) + Д к " ,  к (4)= к (,+3 ,+ к (2)+ Д к (2);

к (2+ 3 ) = к (2)+ к (3)+ д к / / / > к (4,= к < 2+3,+ к (1)+ Д к (3);

где Д к ',  Д к " ,  Д к //7, Д к (,) , Д к (2), Д к (3) — расстройки волновых векторов при 
трехфононных взаимодействиях, вызванные дисперсией, причем 
Ак '+ Д к (1) =  Д к //+ Д к (2) = Д к / / /+ Д к (3) = Д к .  Уравнение, определяющее ам­
плитуду ц(4) волны с частотой о>4, возникающей в результате последова­
тельных трехфононпых процессов, записывается в форме

(6) ( k {' +2)k w u {l+2)u w e m i l ) a +

+  fc(1+3)A(V 1+3)u(2) еш(2>а +  /с(2+3) /с<1) м(2+3) и(1>е’л1''а).

В последнем уравнении Q=*C*jklpq Волны с амплитудами
и {1+2\  и(1+3), и(2+8> являются результатом трехфононных взаимодействий, 
определяемых соотношениями (5). Выражения для н(1+2), и(|+3\  п(2+3) 
можно получить при учете дисперсии в уравнениях, описывающих трех- 
фононыые взаимодействия [30]:

и1 ,+2>=

<7) к(,+3) =  .

2poV»A к'

»А,,)Л(,,Во<1>Ио*> Q

гг(г+3> =

2р0У2Д к"
(1—в"*"*),

2р0У2Д кill

Амплитуды и(1+2), и(1+3), п(2+3) считаются равными нулю па границе сре­
ды при 0. С учетом выражений (7) решение уравнения (6) при гра­
ничных условиях п(1>= 4 1) , а(2)=и<2) , и<3)=*и(,3) , и(4,= 0  при а= 0  запишет­
ся в комплексной форме следующим образом:

(8)
,.<г) (2),.(з)<92 Г Gt

Uf  =  4 р ^ “ ~ ~ +
(егДА(3)а __ 1) _

‘ Д/с(2)
_  (Gi +  G2 +  &з) 

Ак

Д/с(3)
( е *ДАа

-<>]■
где Gl=(A (1)+/c(2))M *', Сг= { к ^ + к ^ ) ! А к " ,  С3=(/с<2>+Л<*>)/ДА;"'. Диспер­
сия, как и следовало ожидать, приводит к ограничению роста в простран­
стве волны с частотой о>4, возникающей в результате последовательных

трсхфопонных процессов. Действительная амплитуда и.{ ‘,=  ] /(R e u .(‘,)2+

+ .(Im u.(l>) z сложным образом зависит от расстояния. Эта зависимость
определяется заколом дисперсии, приводящим к расстройке волновых 
векторов при трехфононных процессах. Без учета дисперсии выражение
(8) преобразуется к виду( 9 ) u!l)=kwkmW u \ li в ?1 а‘о** 0*аЩр,гУ‘.



В приближении заданного поля волн с амплитудами и11', u<2), и(3) после­
довательные трехфононные процессы дают квадратичную зависимость от 
координаты. Сравним величины амплитуд волн н(4) и и ^ \  возникающих
в результате рассмотренных механизмов. Вклад различных механизмов 
образования волны с частотой со4 определяется отношением u p  /и(4)~  
~Q2k {i)alPp0V2. Согласно имеющимся данным по упругим коэффициентам 
второго, третьего и четвертого порядков [31, 32], отношение (?2/Pp0F2~ l .  
При выполнении последнего соотношения для к{К)а> 1 будут преобладать 
последовательные трехфононные процессы, определяемые нелинейными 
коэффициентами третьего порядка. Дисперсия, однако, может существен­
но изменить соотношение между величинами амплитуд и<4) и и{к) и сде­
лать доминирующими процессы, определяемые упругостной нелиней­
ностью четвертого порядка, что необходимо учитывать при эксперимен­
тальных исследованиях.

Рассмотрим некоторые параметрические явления при четырехфопоы- 
ном взаимодействии. Будем считать, что среда параметрически возму­
щается двумя волнами большой амплитуды ul3) и и(4), значительно превос­
ходящими амплитуды волн и(1) и и(2) и распространяющимися в одном 
направлении. Для определения комплексных амплитуд волн и(,) и и(2) 
служит система связаппых уравнений:

— — =ie-i*ĥ K lu{2)\
da

- du{2)*
— ---- > = - ie 'AktatK2u{i\

da
где АГ1=/с(2)/с(3)А:(4)Р (,,и(3)*и(4)/2роУ(1)2А:1, ЛГ2=/с(1)/с(3>й(4)Р (2>и(3)и(4)72р0У(2)2Х 
X k (2). Решения будут иметь различный вид в зависимости от знака вели­
чины 4К,/£2— (Лк)2, определяемой параметрами волн и свойствами сре­
ды. При 4K{K2— (Ак)2<0 решения записываются в виде гармонических 
функций, нарастающих в пространстве решений нет. В этом случае энер­
гия волн большой амплитуды не может эффективно преобразовываться 
в энергию волн с частотами ©i и со2. При 4КхК г— (Ак)2>0  и граничных 
условиях и(,) |а-о=-щ(0), и(2)| а«0= 0  комплексные амплитуды волн с час­
тотами о, и со2 определяются выражениями:

/ iAka \  
и ,(0)ехр^-----— j

и<»>:
4 S

[ (2S+iAk) eSfl+  (2S-iAk) е~8а],

(Ю)
/rk4 /  iAka \ 

iK2Ui (0) exp ^ j
u(2) =  _ sh (Sa),

где S=l/AKiKz— (Ak)2/2.
Из выражений (10) следует, что в последнем случае возможно уси­

ление волны с частотой соi. При этом возникает волна с частотой со2, ампли­
туда которой также растет в пространстве. Если в качестве волн накачки 
выбрать и(,) и и(2), то, как следует из решения последних двух уравнений 
системы (2), нарастающие в пространстве решения возможны при условии 
4 а д + (Д А )2<0, где ^ з = й (1,А(2)А(4,Р (3)и(1)*и(2>72р0У(3,2/с(3), К*-к™к">Х 
Х&(3)Р (4>и(1)и(272р0У(4)2&(4). При этом произведение K3Ki (P{3)P(i)) должпо 
быть отрицательной величиной. Из выражений для К3 и ЛГ4 видно, что для 
коллинеарных взаимодействий волн, имеющих одинаковую скорость, это 
соотношение не выполняется. Условия роста амплитуд волн в пространстве 
накладывают ограничения на величины амплитуд волн накачки. Найдем 
критическое значение амплитуд, начиная с которого возможно усиление, 
исходя из соотношения АК{К2—(Ак)2=0. К сожалению, оценки трудно
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сделать для конкретного кристалла, так как нет полных сведении о вели­
чине дисперсии и модулях упругости четвертого порядка для какого-либо» 
материала. Сделаем оценки для продольных волн в ниобате лития,, распро­
страняющихся вдоль оси Z (F=7,334-105 см/с), для которых есть данные 
о величине дисперсии вплоть до частоты 1 ГГц. Считаем, что u(3,~tz(i), 
А<3)~ А (4)/ 3 ~ Л ,  Р(1)Р(2)/(p0F (l) F (2))2~ k z(С’7С)2, КЛг~к*и\С-'1С)\  где С", 
С — модули упругости четвертого и второго порядков. Согласно результа­
там измерений модулей упругости четвертого порядка для некоторых кри­
сталлов [31, 32], С’7С~102. Для fc=104 см"1 (что соответствует частоте 
/~ 1  ГГц для продольных волн в ниобате лития), используя результаты 
работы [33], получаем, что Д/с~6 см"*1. В общем случае необходимо учи­
тывать поглощение, которое препятствует усилению, однако для выбран­
ного типа волн коэффициент поглощения мал (а~0,3 дБ/см при /  -1 ГГц) 
и не принимается во внимание по сравнению с влиянием дисперсии. Исхо­
дя из заданных условий, получим, что критическое значение амплитуды 
Икр~10"7 см. Это достаточно большая величина, однако из выражений для 
KlK2/̂ k 6ni (С**/С)2 видно, что увеличение к  за счет повышения частоты 
и уменьшения скорости распространения волн может снизить критическое 
значение величин амплитуд волн накачки на несколько порядков. Выбор 
кристаллов с большой нелинейностью, небольшой скоростью распростра­
нения волн [15], применение оптимальных условий возбуждения волн
[34] или акустических интерферометров, позволяющих уменьшить значе­
ние амплитуд волн накачки [16], может сделать возможным наблюдение* 
и использование усиления при четырехфопонпом взаимодействии.

Трудностями для осуществления четырехволновых процессов усиле­
ния, так же как и для трехволновых процессов, является «истощение» 
волн накачки вследствие генерации гармоник и образования волн комби­
национных частот [9]. В рассмотренных четырехфоиоппых процессах к 
пим прибавляется возможность «истощения» волн накачки из-за их взаи­
модействия друг с другом и со своими гармопиками. Как и в случае трех­
фононных взаимодействий, эффективные процессы усиления при четы­
рехфононных процессах возможны в средах с дисперсией. Дисперсия 
играет двоякую роль. С одной сторопы, дисперсия препятствует развитию
нелинейных процессов, истощающих пакачку, с другой — уменьшает ве­
личину S , определяющую усиление. Уменьшить влияние нежелательных 
нелинейных явлений, так же как и для трехфопонных процессов [15], 
возможно, выбирая взаимодействия волн различных типов. Для четырех­
фононных процессов это могут быть, например, взаимодействия вида 
<s>ilVL+to2lV8S+toJVPB=(ojVFai С1),+о)2+соз=со4 при сo2=toiVS8{VL—VFs)I 
IVL(VFS-V s s ) ,  где VL, VPB1 Fee —соответственно скорости продольных, 
быстрых и медленных сдвиговых волн. При взаимодействии волн, имеющих 
различные скорости в среде с дисперсией, растройка волновых векторов А к 
может быть скомпенсирована с помощью внешнего воздействия (например, 
постоянного электрического поля в случае пьезокристаллов). Внешнее 
воздействие измепяет величину скоростей акустических волн [35], что 
приводит к изменению волновых векторов. Для значений относительных 
изменений скоростей A F/F~5T0“4 при к = 104 см"1 величина расстройки 
волновых векторов, которую можно скомпенсировать с помощью внешнего 
воздействия, Ak=JcAV/V~5 см"1. Это по порядку величины совпадает со
значением расстройки волновых векторов, возникающей, папример, из-за 
дисперсии диэлектрической проницаемости [36]. Подбором величины и 
знака внешнего воздействия можно добиться компенсации суммарной рас­
стройки волновых векторов А к, возникающей вследствие дисперсии при 
четырехфопонпом взаимодействии. При этом для нелинейных процессов,
таких как генерация гармоник, внешнее воздействие не влияет на вели­
чину расстройки волповых векторов и эти процессы не будут эффектив­
ными. Трехволновые взаимодействия затруднены из-за того, что внешнее 
воздействие определенной величины и направления, компенсируя А к при 
четырехволповых процессах, в общем случае лишь изменяют величину 
расстройки при трехфоноппых взаимодействиях волн, имеющих различ­
ные скорости распространения. Кроме того, условия синхронизма для
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трех волновых взаимодействий различных типов волн (продольных и по­
перечных) выполняются в кристаллах лишь для некоторых частных слу­
чаев [37]. Таким образом, внешнее воздействие избирательно влияет на 
нелинейные процессы различных видов и дает возможность управлять 
нелинейными взаимодействиями. Это относится как к параметрическим 
взаимодействиям, так и к взаимодействиям других рассмотренных типов, 
где компенсация соответствующей расстройки волновых векторов может 
позволить выделить процессы описываемые выражениями ( 3 )  и л и  выра- 
7кеииямп (8).

Рассмотрена лишь небольшая часть четырехфопонных взаимодействий; 
в акустике они отличаются большим разнообразием по сравнению с трех­
волновыми, тем более если включить в их число взаимодействия акусти­
ческих волн с переменными электрическими полями и взаимодействия в 
средах с пространственными периодическими неоднородностями. Особый 
интерес представляют четырехволновые процессы в кристаллах с пьезо­
электрическими и полупроводниковыми свойствами и взаимодействия в 
сложных структурах, таких как слоистые системы пьезодиэлектрик — по­
лупроводник, характеризующихся высокой эффективностью взаимодей­
ствий. Полученные результаты могут быть полезны при исследовании 
нелинейных свойств материалов и определении модулей упругости вплоть 
до четвертого порядка, для расчета эффективности усиления волп при че­
тырехфононном взаимодействии, для оцепок поглощения акустических 
волн в кристаллах при о>т>1 (со —частота звука, т —время релаксации 
тепловых фононов), одним из возможных механизмов которого являются 
четырехволновые процессы [38].
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