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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЗВУКОВЫХ ПОЛЕЙ 
В ПОДВОДНЫХ ВОЛНОВОДАХ НА НИЗКИХ ЧАСТОТАХ
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Обоснована применимость асимптотических методов расчета звуко­
вых полей в слоисто-пеоднородпых подводпых волноводах па низких 
частотах. Приведены результаты расчетов, подтверждающие высокую 
эффективность предложенных методов.

Асимптотические методы (лучевой метод и асимптотические варианты 
метода нормальных воли) широко применяются при расчетах звуковых 
полей в слоисто-неоднородных подводных волноводах на высоких частотах, 
когда число распространяющихся нормальных волн велико и расчет их на 
основе различных численных методов неэффективен. При вычислении 
низкочастотных звуковых полей лучевой метод дает большие погрешности, 
и поэтому обычно используется метод нормальных волн с применением 
весьма трудоемких способов численного интегрирования дифференциаль­
ного уравнения, возникающего после разделения переменных в задаче. 
Целью настоящей работы является обоснование применимости асимптоти­
ческих методов расчета звуковых полей в подводиых волноводах на низких 
частотах. Основным преимуществом таких методов является быстродейст­
вие построенных на их основе вычислительных программ.

Уравнение, возникающее после разделения переменных при использо­
вании метода нормальных воли, имеет вид (d2u) /  (dz2) +  [Х+ (со") /  (с2 ( z ) ) ] u =  
= 0 , где со— частота, с (z) — скорость звука, зависящая от глубппы z, 
0 < z < # , X — параметр разделения переменных. После введения повой без­
размерной переменной y=z/d, d = c j 2 max |dc(z)/dz|, c0= m in c (z )  это урав-

0 0
пение приводится к виду

(1) ~  +  / [ а - д ( у ) ] в = 0 ,

где q ( y ) = —Coi/cz{yd), а=Хс02/ю 2, />=co/2m ax\dc(z)/dz\— характерный
0«<Н

безразмерный параметр задачи. При выбранной таким образом замене 
переменной выполняется условие

шах dq (У)
dy

В задачах подводного распространения звука величина параметра р 
колеблется в пределах р =  (10^-100) v, где v=to/2:rt измеряется в герцах, 
что дает возможность применять асимптотические методы решения урав­
нения (1) для низких частот v (порядка 1 Гц).

Для того чтобы построить асимптотику решения и(у)  уравнения (1) 
при больших р, рассмотрим уравнение
(3) и" (х ) -I-р2 [х- Q  (х) ] и (х) =0,
являющееся эталонным но отношению к уравнению (1), т. е. имеющее 
такие же точки поворота, как и уравнение (1) (точками поворота уравне­
ния (1) называются корни уравнения c = q ( y ) ) .  При отсутствии точек
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поворота у уравнения (1) потенциал Q(x)  выбирается постоянные, при 
наличии одной точки поворота — линейным, прп наличии двух близких 
точек поворота — параболическим. Функция и{у)  =  [ х ' {y)]~'liv ( x ( y ) )  яв­
ляется решением уравнеппя (1 ), если v(x)  удовлетворяет уравнению (3), 
н функция х ( у )  удовлетворяет уравнению (см., папрпмер, [1 ])

(4) х ,г[х~ Q { x ) ] - [ a - q { y )  ] =  - ^ { х , у } ,
АР

где {х, у) = х /,//х'—Зх"2/2хг‘ — производная Шварца. Пренебрегая в уравне­
нии (А) правой частью, получим главный член и0(у)  асимптотики при

с(г)Скм/с)
1,43 1 Gf  1t53

Фиг. 1. Различимо зависимости скорости звука 
от глубины, использовавшиеся при расчетах

больших р решения и (у) уравнения (1) в виде 

(5) и0 (у) =  О с' {у) ]  ~4,v (хо(у)) ,

где функция х0(у)  определяется из уравнения xo'2= ( o —q(y) )/{T—Q(x0) ) .
При вычислении низкочастотных звуковых полей приходится пользо­

ваться эталонным уравнением (3) с двумя близкими точками поворота, 
считая Q ( x ) = x z/А. Тогда решение v{x)  выражается линейной комбинацией 
функций параболического цилиндра [2] Dpx̂ /2(±p '!lx ) , а т и х0(у)  находят­
ся из соображений [1]

г/* ______  *00 7 У2 _______
т =  —  J l/o-q(s)ds, J у т;— —  dt= ^Ve—q(s)dsy

Ух - 2 Л  Vi

где у и уг — точки поворота уравнения (1).
Ясно, что асимптотика (5) является тем более точной, чем меньше 

величина х¥  (у) =  {х0, у}/2р2. Из представления производной Шварца, 
использованного в работе [1], можно получить, что при отсутствии точек 
поворота выполняется соотношение

х¥ , V 1  Г  1  ? '

{У) =  Т  U  о -
Я" (У)

q{y)  16
а при наличии точки поворота Уо/(з(2/о)=о) предел производной Шварца 
в этой точке имеет вид

(7)
1 ? ' " Ы

1
Г Я" (уо)

14 д 'Ы 140 1L ? ' ы  1п
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Из соотношений (6 ), (7) и (2) следует, что в тех точках у , где велика 
вторая производная q"(y) ,  функция Ч7 (у) также велика и точность асимп­
тотики (5) понижается. Введем обозначение для точки, в которой q" ( y ) 
достигает максимума. Ясно, что погрешность асимптотики (5) значительно 
больше в том случае, если значение спектрального параметра о близко 
назначению q( y t), поскольку тогда функция ¥ (* /,) пропорциональна 
$//2(j/i); еслн же значение о не близко к q( y ,), то Ч ^у,) пропорциональ­
на q" ( y  ,).

Из сказанного следует, что наличие точек с большой второй производ­
ной д"(у)  приводит к увеличению погрешности асимптотик нормальных

Фиг. 2. Горизонтальный разрез звукового поля на частоте 50 Гц для зависимости 
c(z), изображенной кривой 1 на фиг. 1. 1 -  точный расчет, 2 -  асимптотический

расчет

волн. Однако для различных диапазонов частот это обстоятельство сказы­
вается по-разному. В случае высоких частот, когда параметр р очень велик, 
указанная погрешность может быть заметпа разве что для нормальных 
волн с такими номерами лг, для которых соответствующие значения спек­
тральных параметров оп близки к значению q( y j). Поскольку эти нормаль­
ные волны вносят существенный вклад в звуковое поле лишь на определен­
ных расстояниях от источника до наблюдателя [3 ], то и отличие асимпто­
тически вычисленной величины ноля от точного значения будет заметно 
только на этих расстояниях. На низких частотах значение р не очень вели­
ко, поэтому наличие точек с большой второй производной q" (у) может 
повлечь за собой существеппое отличие асимптотики звукового поля от 
точного его значения на всей длине волновода.

При наличии точек с большим значением q" (у) использование асимп­
тотической формулы (5) па всем интервале 0^ y^ II/ d  приводит к большой 
погрешности. Однако, как правило, в задачах подводного распространенпя 
звука q" (y )  бывает велика лишь на некотором узком интервале значений у , 
и поэтому зависимость q(y)  можно аппроксимировать кривой, имеющей 
разрыв первой производной в одной точке у { этого интервала, причем 
в остальных точках этой кривой вторая производная не является большой. 
В этом случае для сохранения высокой точности асимптотических формул 
необходимо использовать различные асимптотики решений уравнения (1) 
при у ^ у  1 и при у > у i и сшивать их в точке у = у j. Такое сшивание не ухуд­
шает быстродействия асимптотических программ расчета звуковых полей, 
по зато дает возможность использовать эти программы для вычисления 
полей в океане при наличии приповерхпостного и глубинного волноводов 
и в других ситуациях.

-60
О 100 R(km)  Z00
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В качестве иллюстрации рассмотрим ноле точечного источника звука 
в подводном волноводе, зависимость скорости звука от глубины в котором 
изображена кривой 1 фиг. 1. В таком волноводе параметр р = 65v и, следо­
вательно, можно ожидать хорошей точности асимптотических формул для 
низких частот v.

Во всех расчетах, результаты которых приведены ниже, считалось, что 
дпо является жидким однородным полупространством без поглощения 
с плотностью 1,1 г/см3 и скоростью звука в нем 1,55 км/с. Горизонты источ­
ника и наблюдателя полагались равными 100 м. Результаты асимптотиче-

Фиг. 3. Горизонтальный разрез звукового поля на частоте 3 Гц для зависимости’ 
c(z), изображенной кривой 1 на фиг. 1. 1 -  точпый расчет, 2 — асимптотический рас­

чет, 3 -  асимптотический расчет со сшиванием в точке z4

Фиг. Горизонтальный разрез звукового ноля на частоте 3 Гц для зависимости 
c(z), изображенной кривой 2 на фиг. 1. 1 -  точпый расчет, 2 -  асимптотический

расчет

ских расчетов сравнивались с результатами расчетов (которые мы будем 
называть «точными») по программе, основанной на кусочно-постоянной 
аппроксимации функции c{z) .  При разбиении волновода на большое число 
однородных слоев (в наших расчетах —на 80 слоев) в используемом диа­
пазоне частот точность результатов расчетов по такой программе не 
хуже 2%.

На кривой 1 фиг. 1 имеется точка z1? вблизи которой вторая производ­
ная скорости звука велика. Наличие такой точки является характерным 
для подводиых волноводов. Рассмотрим ее влияние на точность асимптоти­
ческих результатов.



Результаты расчетов, проведенных для достаточпо высокой частоты 
v= 50  Гц ((>4 распространяющихся нормальных волны), показывают, в со­
гласии со сказанным выше, очень хорошее совпадение асимптотических 
результатов с точными (см. фиг. 2 ). Отличия заметны, кроме зоны тени, 
лишь па расстояниях между источником и наблюдателем порядка 100 и 
180 км — именно там, где в поле вносят существенный вклад нормальные 
волны с фазовыми скоростями, близкими к cl= c  (z j). Отметим, что для

Фиг. 5. Горизонтальный разрез звукового поля на частоте 5 Гд для зависимости 
с (г), изображенной кривой 2 на фиг. 1. 1 -  точный расчет, 2 -  асиптотический

расчет

Фиг. 6. Горизонтальный разрез звукового поля на частоте 5 Гц для зависимости 
c(z), изображенной кривой 3 па фиг. 1. 1 -  точный расчет, 2 -  асимптотический

расчет

таких частот достаточно использовать в расчетах более простые по сравне­
нию с функциями параболического цилиндра асимптотики.

Обратимся к случаю низких частот, когда для расчетов необходимо 
использовать асимптотики, выражающиеся через функции параболического 
цилиндра. На фиг. 3 (кривые 1 и 2) приведены результаты расчетов при 
v = 3  Гц (4 распространяющихся нормальных волны). Здесь отличие ре­
зультатов асимптотических расчетов от точных из-за наличия большой 
второй производной с"  (z,) весьма существенно, особенно па больших рас­
стояниях между источником и наблюдателем. Если предположить зависи­
мость c(z) вблизи поверхности более гладкой (кривая 2 на фиг. 1), то, как
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видно на фиг. 4, отличие результатов уменьшается, а при увеличении 
частоты до 5 Гд (6 распространяющихся нормальных волн), результаты 
расчетов для которой приведены на фиг. 5, совпадение асимптотического 
и точного результатов становится почти идеальным.

Сохранить высокую точность на малых частотах при асимптотических 
расчетах звукового поля для зависимости c (z ), изображенной кривой 1 
фиг. 1, можно, используя различные асимптотики решений уравнения (1) 
при 0<z<Zi  и при Zi<z<II  и сшивая их при z= z,. Результаты расчетов 
при v = 3  Гц по программе, использующей такое сшивание асимптотик, 
изображены на кривой 3 фиг. 3, хорошо совпадаютдей с точной кривой 1.

Программа, использующая сшивание асимптотик в одной промежуточ­
ной точке, позволяет рассчитывать звуковые поля не только в подводных 
звуковых каналах, но и при наличии кроме глубинного волновода еще и 
приповерхностного (результаты расчетов для зависимости c (z ), изображен­
ной кривой 3 иа фиг. 1, приведены па фиг. 6) или при наличии двух свя­
занных глубинных волноводов. '

Обе программы расчета зрукового поля — асимптотическая и контроль­
ная, основанная на кусочно-постоянной аппроксимации зависимости c (z ) ,—■ 
были составлены на языке ФОРТРАН, и в обеих программах мы стреми­
лись к достижению максимального быстродействия. Расчеты проводились 
на ЭВМ БЭСМ: 6. Как видно из приведенных выше результатов, точность 
асимптотических расчетов можно считать хорошей. Преимущество же 
асимптотического метода по скорости счета оказалось значительным — вре­
мя расчета асимптотики звукового поля приблизительно в 10 раз меньше, 
чем при расчете по контрольной программе.

Таким образом, асимптотические методы могут эффективно применять­
ся при расчетах звуковых полей в подводных волноводах на низких 
частотах.
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