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НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ГАЗА В ПОЛУОТКРЫТОЙ ТРУБЕ 
Галиуллин Р .Г .)  Ревва И . Л ., Халимов Г . Г .

Предложена приближенная акустическая теория резонапсных коле­
баний в полуоткрытой трубе. Использовапо нелинейное граничное усло­
вие на открытом конце и предположение о слабой нелинейности коле­
баний внутри трубы. Получено хорошее согласие теории с экспериментом.

Резонансные колебания газа в трубах относятся к малоизученной об­
ласти акустики, интенсивно развивающейся в настоящее время [1—3]. Тео­
рия таких колебаний необходима для эффективного их использования на 
практике, в частности для интенсификации процессов тепло- и массообме- 
на [4].

Попытки построения теории нелинейных колебаний в полуоткрытой 
трубе [5—7] показали, что сложность задачи заключается прежде всего 
в постановке граничного условия на открытом конце. Несомненно, что это 
условие должно быть нелинейным, т. е. необходимо учитывать рост импе­
данса открытого конца Z при увеличении амплитуды колебаний скорости 
[8- 10].

В работе [И ] методом характеристик проведено теоретическое иссле­
дование нелинейных колебаний большой амплитуды с излучением удар­
ных волн в предположении о чисто активном характере импеданса откры­
того конца.

В настоящей работе ставится задача построения акустического при­
ближения к теории нелинейных колебаний в полуоткрытой трубе. При 
этом в граничном условии учитываются реактивная часть импеданса и 
более медленный рост активной части с увеличением амплитуды колеба­
ний скорости.

Рассмотрим колебания газа в цилиндрической трубе длиной L, радиу­
сом й , па одном конце которой колеблется поршень по гармоническому 
закону, другой конец трубы открыт. Введем цилиндрические координаты 
так, чтобы поршень располагался в точке х= 0 ,  открытый конец соответст­
вовал х = Ь , на оси трубы г = 0, на стенке r = R .

Предположим, что распределенная по длине трубы нелинейность коле­
баний мала. Согласно [12], это предположение выполняется, если мал 
параметр типа ( (%+l)/2)AfcoL/c0, где х — отношение удельных теплоем­
костей, М  — число Маха, со — циклическая частота, с0 — скорость звука. 
Для резонансных колебаний в полуоткрытой трубе удобнее пользоваться 
параметром е = £/«/(»>£, где U — амплитуда колебаний скорости на оси 
трубы. Связь этих величин получить легко ((x+l)/2),A fcoL /c0—2,96е при 
х=1,4 . Таким образом, малость е определяет применимость положе­
ния о сравнительно слабой нелинейности колебаний внутри трубы. Напри­
мер, е=0,1 соответствует £/«,^54 м/с.

Предположение о малости е позволяет использовать метод возмущений, 
при этом решение ищется в виде разложений по степеням параметра е. 
Общее решение уравнений первого приближения для длинной осесиммет­
ричной трубы (R/L< 1) при r 0=const, где Т0 — осреднеппая температура, 
и идеального газа с постоянными удельными теплоемкостями, постоянны­
ми коэффициентами динамической вязкости и теплопроводности дано в 
работе [13]. Но выражение для радиальной компоненты скорости иi [13] 
не удовлетворяет грапичпому условию на стенке, где иi, так же как про­
дольная компонента и,, должиа быть равна нулю. Если потребовать ко­
нечности (utr) на оси трубы и ^1=0 на стенке, ограничиться случаем вы-
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сокочастотных колебаний R ]/W 2v> l и воспользоваться асимптотическими 
разложениями функций Бесселя для большого аргумента [14], можно по­
лучить
(la ) Pi= [ - A e ihx- B e - ihx]e^\

(16)
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где p — давление, p — плотность газа, номер индекса обозначает соответст­
вующее приближение, А  и В — постоянные, к=(о/с0 — волновое число, v — 
кинематическая вязкость, Рг — число Ирандтля.

Можно показать, что при г~Л и без учета зависимости пульсаций 
плотности от г выражения (16), (1в) переходят в соответствующие форму­
лы Вестервельта [4] для плоского пограничного слоя сжимаемой среды.

Коэффициенты Л и В в (1) являются комплексными величинами. Про­
изведи замену А = —(С exp(ia) )/2 , В = — (С ехр(—йх))/2, получим, вместо 
^1а), (16) более удобные для вычислений выражения

(2) P i = C  cos(fcr+a)exp(i<o£), 3

iC
m(fcr+a)exp(i<t>2) £l —] /  —  exp(—(1+i)Vo)/2v(/?—r ))  j  ,(3) K i= -------- sin

pô o
где C, a  — также комплексные константы, определяемые граничными ус­
ловиями на концах трубы. Граничное условие на поршне для высокочас­
тотных колебаний имеет вид [13]

(4) щ = ( х = О у r= 0 )= (i)8exp  (icoi),

где б — амплитуда смещения поршня.
Рассмотрим условия на открытом конце. Вийнгаарден [5] был, по-ви­

димому, первым, кто пытался теоретически описать нелинейное поведе­
ние открытого конца, исходя из несимметричности фаз втекания и выте­
кания. Была использована аналогия со случаем потенциального стационар­
ного стока, расположенного вблизи открытого конца в сечении хе^Ь,  для 
описания течения во время всасывания

(5) P e + p c U e 2 +

C'R д (реи„)
2 at

=  Ро,

истечение стационарной струи при рс=Ро описывало вторую фазу дви­
жения газа у открытого конца. В работе [7] было показано, что, во-пер­
вых, третий член в левой части (5) при большой амплитуде колебаний 
скорости мал и им можно пренебречь п, во-вторых, коэффициент при вто­
ром члене зависит от геометрии открытого конца. В случае труб с гладкой 
кромкой с учетом несжимаемости потока вблизи открытого конца выраже­
ние (5) переходит в

( 6 ) Рс Ро 0,5р0и 2 
с •

Главным недостатком предложенной модели является прямой перенос 
стационарных моделей на нестационарный случай. В экспериментальной



работе [8] показано, что при небольших уровнях звукового давления (ме­
нее 120 дБ) />,~|гг,|, где || обозначает амплитуду. При более высоких уров­
нях звукового давления линейный характер связи нарушается и можно за­
писать pi~|u|2, здесь и содержит более высокие гармоники. С учетом 
\ut\f\u\czl (в опытах [8] амплитуда пульсаций на основной частоте была 
не менее 0,9|и|) запишем /;,~|гг,2|.

Если принять
( 7 )  Р о — 0 , 5 p 0U i  | ы .  | .

то выражение (6) обобщается на весь период и можно применить понятие 
импеданса открытого конца Z. Формулу (7) осталось уточнить в том 
смысле, что при |гг,|-^0 связь между />, и гг, должна переходить в выра­
жение для импеданса излучения открытого конца (p\/iii)x^L,r=o=ZU) где 
Zu= X + iY ,  определяемого формулами Гутииа [15]: X = p 0o)2d2/16c0, Y =  
= р ocod/л, где d — диаметр трубы. Таким образом, для колебаний большой 
амплитуды граничное условие следует писать в виде

< »  „ , (П (Г г = 0 )  - ь + т |н1- (^ ' - 0 ) 1 -
Тогда для вычисления С, а  имеем

Y —iX— (i\C\/2p0c02) sin(kL+a) =ctg (kL+cc) ,

М = — ( iC/роСо2) sina,
где М=(йд1с0) Y=Y/p0c0j Х=Х/р0с0. Положив а < 1 , разложив функции в 
ряд по степеням а  и оставив только члены первого порядка, получим 
Y —iX—0,5г|С| (sin kL+acos  kL) =  [ctg JcL—a ( l+ c t g 2 kL) ], гД/=Са,_где_С= 
=C/pQCoz. В околорезонанспой области cos kL ctg &L->0, поэтому (У—iX) — 
—0,5i C’ |sin k L = d g  kL—a, iM=Ca.  Представив С п а в  виде C =  \t\ (coscp+ 
+isin<p), а = а 0+ ф , получим

ICl (a0 з т ф + р  cos (p)=M  
a 0 cos (p—p sin ф=0 
ctg kL—a0= Y  
p—0,51 Cl sin k L = X y

откуда *

(9а) a 0= ctg  kL—Y  i
(96) p=X+0,5|C|sin kL

( 9 b )  M = \ € \ \ (c tg kL—Y y +  (X+0,5|C|sin kL)2.

После несложных преобразований выражения (2), (3) можно привести к 
виду
(10) Pi=PoCo2\C\ [cos(fcz4-a0)ch р+

+г sin(&£+a0)sh р]ехр(г<о£),
(11) ul= c 0\C\ [cos (kx+a0)sh  р—i sin(fcx+a0)ch  р]ехр(йо*)Х

X ^1—”|/—  ехр(— (1+ i) Уco/2v (/?—г ) ) | ,

где |С|, а 0 и р определяются системой (9). Нетрудно видеть, что при Р=А’, 
т. е. когда амплитуда скорости мала, ch p -* l, sh р-^0, сдвиг фаз между 
пульсациями давления и скорости стремится к я/2. По мере роста ампли­
туды колебаний увеличивается и р, определяемая соотношением (96). Это 
приводит к тому, что скорость начинает отставать по фазе по сравнению 
с первоначальным значением, а давление, наоборот, опережать прежнюю 
величину, т. е. сдвиг фаз между скоростью и давлением уменьшается.
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Распределение безразмерной амплитуды скорости (uJco)m&x вдоль оси 
трубы легко получить из (11):

(12) W c 0) max=|C|Vch2 p -co s2(fcz+a0).
Экспериментальная часть работы выполнена на установке, подробное 

описание которой дано в статье [16]. Были измерены распределения по­
луразмаха пульсаций скорости при резонансе для трех различных длин 
труб L0=3,485, 4,485, 5,485 м, где Ь0 -  реальная длина трубы, а также за­
висимости полуразмаха пульсаций скорости от частоты колебаний в около- 
резонапсной области.

На фиг^1 показаны зависимости безразмерной амплитуды пульсаций 
скорости U i = ( u j c о) max, вычислеииой по формуле (12), и безразмерного

Фпг. 1 Фиг. 2
Фиг. 1. Распределение безразмерпой амплптуды иульсаций_скоростп Ui (сплошные 
линии) и безразмерного полуразмаха пульсаций скорости U (точки) по длпио тру­
бы. 2-1,0=3,485 м (со0/2л=22 Гц); 2 -  L0= 4,485 м (со0/2я=17,5 Гц); 3-£<>=5,485 м

(соо/2я=14,5 Гц)
Фиг. 2. Резонансные кривые безразмерной амплитуды пульсации _скорости V i 
(сплошная линия) и безразмерного полуразмаха пульсаций скорости U (точки) на

открытом конце для трубы длиной L0= 5,485 м

полуразмаха пульсаций скорости U=(u/c0) шах, измеренного эксперимен­
тально, от безразмерной координаты х=х/Ь,  где L — эффективная длина 
трубы [16]. Как видно, качественное соответствие теории и эксперимента 
хорошее. Полное совпадение результатов наблюдается ближе к закрытому 
концу трубы. Это естественно, так как эксперимент показывает, что у  за­
крытого конца форма колебаний близка к синусоидальной [16]. С при­
ближением к открытому концу симметричность формы колебаний нару­
шается и формируется разрыв. На открытом конце нелинейность коле­
баний максимальна, поэтому расхождение теории и эксперимента также 
наибольшее. Нетрудно заметить, что с уменьшением длины трубы эти 
количественные расхождения несколько увеличиваются (но ие превыша­
ют 17% ). Этот факт легко объясняется тем, что теория построена в пред­
положении о слабом характере нелинейности колебаний. С уменьшением 
длины трубы растет амплитуда пульсаций скорости и соответственно их 
нелинейность. Поэтому результаты теории оказываются немного занижен­
ными. Тем не менее теория хорошо описывает эксперимент в случае 3, 
хотя амплитуда пульсаций скорости па открытом конце при этом дости­
гает 100 м/с.

На фиг. 2 представлены резопансиые кривые безразмерной амплиту­
ды пульсаций скорости и безразмерного полуразмаха пульсаций скорости 
.на открытом конце как функций безразмерной частоты Д(о/со0, где о)0 — 
резонансная частота, До)=ы—со0. Очевидно, что теория хорошо описыва­
ет поведение резонансной кривой при частотах ниже резопапса. Выше 
резонанса совпадение теории и эксперимента хуже.
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Сравнение теоретических и экспериментальных результатов приводит 
к выводу, что предложенная теория резонансных колебаний в полуоткры­
той трубе пригодна даже для описания колебаний большой амплитуды 
(пульсации скорости в эксперимепте превышали 150 м /с), хотя при по­
строении теории было сделано предположение о сравнительно слабом ха­
рактере нелинейности колебаний.
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