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КОНТАКТНЫЕ ВОЛНЫ ИЗГИБА В ТОНКИХ ПЛАСТИНАХ
З и л ьбер гл ей т  А . С С у с л о в а  И . В.

Изучаются изгибиые волны, бегущие вдоль прямолинейной грани­
цы контакта двух спаянных тонких пластинок и экспоненциально зату­
хающие в перпендикулярном направлении. Указано достаточное усло­
вие существования таких волн, рассмотрены частные случаи, когда они 
заведомо существуют или не существуют.

В работе [1] была обнаружена так называемая кромочная [2] волна 
изгиба, которая способна распространяться вдоль свободного края 
тонкой плиты; эта волна является, в рамках классической теории колеба­
ний тонких пластин, аналогом поверхностной волны Рэлея [3, 4 ]. Пред­
ставляется интересным отыскание и исследование соответствующего ана­
лога волн Стоунли [4, 5 ] , т. е. поперечных колебаний, бегущих по липпи 
контакта двух пластин и сосредоточенных вблизи нее. Изучение таких 
контактных волн — цель настоящей работы.

Пусть две неограниченно протяженные вдоль оси ОХ  декартовой систе­
мы координат пластины с плотностями pJ? толщиной /г, жесткостями Dt и 
коэффициентами Пуассона Vj, / = 1 , 2, жестко спаяны по прямой у=0~  
Предполагается, что срединные плоскости пластин совпадают с  
плоскостью z = 0, причем первая пластинка занимает область у < 0, вто­
рая — у > 0. В рамках теории Кирхгоффа — Лява постановка соответствую­
щей задачи имеет вид:

дгю<
ДДиИ-u* — —  =  0 —со <£<00  (1)

д г

Здесь W j(x ,y ,t)  — прогибы пластин, |ii2= p î Z)J-1=12pi( l —v /) i ? r 2/ r 2, Е} — 
модули Юнга, / = 1 , 2;*считаем далее, что \х{>\х2.

Будем искать решение (1) как волну, бегущую вдоль осп ОХ и зату­
хающую с ростом |у |:

и>>(х, у , t ) ~ w , ( z 9 (3 )

причем 6) — частота колебаний, к — искомое волновое число (постоянная 
распространения), М)у Nj — произвольные постоянные, а5=а>(со, к), 

к) — положительные постоянные затухания,
______ a j - V F H ? ,  ( 4 )

— волновые числа пластин. Подставляя (3) в контактные условия
(2), приходим к однородной системе линейных алгебраических уравнений

М {+ N  i—Mz—N ociM ,+p,yV i+ a 2M2+  р2# 2= 0 ;
D 1 [ x ,2+  ( 1 - v O  ft2] M ^ D t [y.\2 ( 1 Vj) ft2] N t -  

- D 2 [ x22+  ( 1 - v2) к2] M2+ D 2 [k22-  (1—v2) ft2] N2= 0; (5)
• D ta, [к ,2-  (1—Vj)ft2] [x ,2+  (1 - v . )  ft2] Nt+
+ D ,* ,  [x*2-  ( l - v 2) к2] M2—D2$2[ k22+  ( l - v 2) ft2] N2=0.
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Вычисляя определитель этой системы и приравнивая его нулю, после 
весьма громоздких выкладок получаем дисперсионное уравнение изучае­
мых волн в следующей, сравнительно компактной форме:%

{Z)1IK14+Z)2*xa4+ft4[ ( l - - V i ) ^ i - ( l - v 0 f t ] a}-
• (a r-P i) (a2- p 2) —2k ?Kz D iD2 [ (a ,+ a 2) (p4+ p 2) +

+  (ai+ p 2) (a2+ p t)] —2/c2[ ( l - v , ) A -  (1 ~ v2)D 2\ •

• [04Ki2(a 4+Pi) (a2-p 2 ) -A ^ 2 2(a ,-p ,)  (a2+ p 2)] =0. (6)

Уравнение (6) определяет волновое число к как функцию параметров 
S= D J D ly m=ixzliii, Vi, v2 и частоты со. Подчеркнем, что как и волны 
Стоунли [5, 6], контактные волны изгиба существуют заведомо не при 
всех значениях указанных параметров. В самом деле, если все параметры 
пластип сопадают, то искомая волна отсутствует; ввиду аналитической за­
висимости (6) от этих параметров контактная волна не должна существо­
вать и в некоторой окрестности значений 6 = m = v i/v 2= l .

Если, однако, существует удовлетворяющее (6) вещественное значение 
к, к > у {> х 2 (см. (4 )) ,  то дисперсионное соотношение в согласии с теорией 
размерности принимает вид

iX2=£lViM*2a>, (7)

где безразмерный фактор £= £ (6 , т, v,, v2), 1, не зависит от
частоты и определяется уравнением, следующим из (7) и (6):

F ( l ) « {D f t f+ D ft f+ iX x V b V [O i(1—v i) - D * ( l - v 2) ] 2} (« ,—&,) (a,—6 , ) -

—2|x,p,2DiD2[(a 1+ a 2) (bl+ b 2) +  {ai+ b 2) (a2+ b i ) ]— 2V|x,|A2̂ [Z?f (1—v,) —
—D2( i —v2) ] [|xfZ>i («f+ b i) (a2—62) — («1—£»,) (л2+Ь2) ] = 0 . (8)

Здесь, согласно (7) и (4),

ь ^ 1 ) = п ^ \  a2( i ) = v | + ^

m—I W ^ I -  (9)

Отметим, что вытекающий из (7) неограниченный рост фазовой и груп­
повой скоростей волны в области высоких частот отражает хорошо извест­
ный (см., папр., [7 ], с. 147) недостаток классического уравнения изгиб- 
пых колебаний (1).

Итак, дело сводится к изучению существования вещественных корней 
трансцендентного уравнения (8), которые удовлетворяют неравенству

Левая часть уравнения (8) F{%) есть непрерывная функция своего 
аргумента, причем из (8) и (9) следует, что при F ( Q  =
= — fXifx2[jDi2( l - v 1) (3+v,) +  Z>22(1—v2) (3+ v2)+2D10 2(5+v,+V2+viv2)]| + 
+ 0 (1 ) .  Значит F {£ ,)< 0 при достаточно больших значениях £, и если при 
некотором \ ^ т г ч* справедливо /?(^ ,)> 0, то F{\) имеет но крайней мере 
один корень на интервале (£,, °°). Таким образом, условие

* ( Ь ) > 0 ,  6i (Ю)

достаточно для существования контактной волны изгиба. Нетрудно убе­
диться в том, что имеется мпожество сочетаний параметров пластин, при 
которых выполняется (10). Различные примеры существования и несу­
ществования контактных волн приводятся далее.

Пусть при данном сочетании параметров контактная волна сущест­
вует, т. е. для некоторого /с>уи1 обращается в нуль определитель (6) си­
стемы (5). Решая ее, после ряда упрощений и перехода к обозначениям
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(9), приходим к выражениям:

М}= А  (D ^+ D tix t)  - 1 { (a3- j—63-j) [ D ^ + D 2ix2+  ( - 1 ) *~4<Dl ( l - v t) -

+  ̂ <D4 (1—Vi) —£>2 (1—v2) > (|Ai|A2) /j] } , / =  1, 2,

где Л — произвольная амплитуда волны, имеющая размерность прогиба.. 
Из (11) видно, что распределение прогиба пластин между быстро и мед­
ленно затухающими (с ростом |у ) составляющими контактной волны 
(первое и второе слагаемые в (3) соответственно) зависит от свойств 
пластин, по не зависит от частоты.

Найдем среднюю за период колебаний энергию <§ волны, приходя­
щуюся на едипицу длины трассы. Согласно теореме вириала, плотность 
энергии Wj равна удвоенной плотности кинетической энергии W j=  
= р ;0 2| w J2, /= 1 ,2 ,  так что

(11>

О оо
<??=Л, J W idy+h2j  W2dy=

— со О

со

_оо О

Подставляя сюда выражение (3) для прогиба и принимая во внимание 
вещественность коэффициентов Л/j, УУ>, получаем

Средняя за период колебаний мощность П, переносимая волной через- 
произвольное сечение x=const, дается равенством (см. [8 ])  Г1=(йсо)/ 
! { d k ) 8 y т. е. в силу (8) и (13)

^ + ^ + 2 Щ _ ] = ^ у  ^
2щ 2 bj a ,+ b j'  !V|Xi|x2

j=  i

( M> ■) N‘z , 2M>N’ \ .
\2af 2b> a}-\-bj I

Окончательные формулы для 3  и П получаются подстановкой (И ) в
(13) и (14).

Перейдем к рассмотрению некоторых частных случаев.
Пусть сначала

х ,= х 2= к , (15)
т. е.

ц1= ц 2= щ  т =1.  (16)

Уравнение (8) принимает вид

F (£) = 2 p 2[|(£2X 2-f F2—X2) — V~|^-l (£2X Z+ Z 2)] =0, (17)
где

X = D l ( l - v l) - D 2( l - v 2), Y = D ivi—D2v2, Z2= D 12+ D 22+6D,Z)2. (18)
В этом случае F ( l )  =2fi2Y2> 0 .  Поэтому при F2> 0  или выпол­
няется достаточное условие разрешимости уравнения (8) в форме (10) 
( £ i= w = l ) ,  т. е. изгибно-контактная волна существует, п притом только.
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одна. Действительно, (17) допускает 
точное решение

1+
УД2+4Х 2У2Г -Л

(19)
2 Х1Тг

T2= X 2+2Z2—2Y2,
R2=  (X2+ Z 2) 2+ Х 4-  (X2+ Y 2) 2.

При 7 2= 0  (DiVt^DzVt) имеем пер­
вый нетривиальный пример отсутствия 
изгибных волн типа Стоунли. В самом 
деле, (17) дает единственный подходя­
щий корень | = 1 , а тогда из (5) следует 
М1==М2= 0, N i=N 2 и (3) превращается 
в обычную плоскую волну изгиба, бегу­
щую вдоль оси ОХ.

Вернемся к случаю У2> 0 . На фиг. 1 
представлены графики зависимости 
$ = g (D 2/£>i) при различных v ,= v 2=v, 
рассчитанные по формуле (19) (здесь 
и далее кривой 1 соответствует значе­
ние v = 0 ,l, 2 -  v=0,25, 3 -  v=0,35, 4 -  v=0,45, 5 -  v= 0 ,5 ). Видно, что во 
всем диапазоне изменения параметров величина £ не превышает значе­
ния 1,1 и при данном V монотонно убывает с увеличением f )=D 2/Du 
£ (1 )= 1 . Это объясняется близостью рассматриваемого случая к ситуации, 
когда изгибно-контактная волна не существует, вырождаясь в плоскую.

При сделанных допущениях значительно упрощаются формулы (11) 
для коэффициентов М} и N,:

^ = ^ ( D 1+Z>2) - , { ( « “ b)[Z )1+ D 2+ ( - l ) i- 1| X ]-2 D j(a+& )},

iVj= ^ (Z ?,+ D 2) - 1{4Dja + ( - l ) ^ ( a - b ) [ D 1- D 2+ g X ]},
(20)

* ( 6 ) - П + 1. b ( i ) = n - 1.

Графики отношения \MJNi\ в зависимости от 6 для тех же значений v, 
что и выше, приведены на фиг. 2. Они показывают, что с ростом б  все 
большая доля прогиба приходится на медленно затухающую компоненту 
контактной волны. Фигура 3 дает картину зависимости приведенной мощ­
ности П /П0, переносимой волной (П0=2о)D,fc'M2). При б -И  —0 контакт­
ная волна изгиба, как уже отмечалось, превращается в плоскую, а потому 
П /П0 неограниченно возрастает.

Пусть теперь
01=Д >=О, v ,= v 2= v , (21)

но
l_i,^p2 (тФ 1). (22)

Это случай, в определенном смысле противоположный предыдущему. 
Действительно, воспользовавшись тождествами (см. (9))

(а,+&2) (а2+Ь,) = ( a t+a2) (6,+&2) +  (а,—/;,) (а2- 6 2), 

(а ,-Ь .) (a2- b 2) ^ ( a l-\-b2) - i (a2+ b 2) -\

уравнение (8) удается привести к виду

((2t+ a 2) (&i+b2) (fli+fei) (a2-\-b2) =га“ , (1—m )2, 0 < w = p 2Pi_1<l- (24)

Левая часть (24) представляет собой монотонпо возрастающую функцию 
искомого |^пг"ч\ значение которой при b,=m~'h есть т~Ч2{\—т )Х
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\M,/N,\ ‘ W

X (V 2 + V l+ m ) (V l—m +V i + m ) >т ~1(1—т )г для всех m e (0 ,1 ). Уравнение
(24), следовательно, не имеет вещественных корней в нужном интервале. 
Таким образом, если пластины имеют одинаковые жесткости и коэффи­
циенты Пуассона, то контактные волны отсутствуют.

Рассмотрим, наконец, еще случай, когда

Z)1( 1 - v1)= D 2( 1 - v2), v,^=v2. (25)

Второе из тождеств (23) вместе с равенством (25) позволяют записать 
уравнение (8) в следующей форме:

G(£) =  [(a,+a2) {bi+b2)  +  (al+b2) (а2+М1 •
. (* ,+ 6 0  (а2+Ъ2)= 2 (т 8 + т -16 - ') ,  8 = D 2/D ,. (26)

G(|) — монотонно и неограниченно возрастающая на полуоси [тг ч\ + °°) 
функция, причем G{m~‘2) =*т~' [ (У 2 + У1+т )  У1—т +  (У 1 + т + У  1—т) X  
Х У 1 + т ] (У 2"ЪУ \~\~m) У1—ш. Значит, при

С {т - ,{г)>2 (т 8+т ~'8 -')  (27)

уравнение (26) не имеет нужных корней, и изгибно-контактные волны от­
сутствуют; если же

G{m-'h)< 2 (m 8 + m - i8 - i) (28)

то (26) имеет единственный корень т. е. контактная волна су­
ществует. Ясно, что при различных сочетаниях параметров б и т обе 
возможности (27) и (28) могут быть реализованы.

В заключение отметим, что детальное исследование условий существо­
вания и отсутствия волн Стоунли, распространяющихся вдоль плоской 
границы раздела двух полупространств из разных упругих материалов, 
было проведено в работе [9]. В случае, рассмотренном в этой работе, до­
полнительные трудности в исследовании дисперсионного уравнения свя­
заны с тем, что в определенных областях изменения вещественных пара­
метров изучаемая функция принимает комплексные значения.
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