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Т ю т ек и п  В . В .

Рассматривается способ определения виброакустических характе­
ристик радиально-слоистых упругих цилиндрических тел, реализуемый 
численными методами. Предполагается, что инерционные и упругие 
параметры есть произвольные кусочно-непрерывные функции радиу­
са г. Получены системы нелинейных уравнений первого порядка для 
элементов матриц импедансов и проводимостей.

Импедансные методы расчета виброакустических характеристик упру­
гих слоисто-неоднородных сред в последнее время получили широкое 
применение. Так, в работах [1—3] были введены импедансы для неодно­
родных стержней и пластин, совершающих изгибные колебания, и для 
плоских слоисто-неоднородных слоев. Задача сводилась к системе нели­
нейных дифференциальных уравнений типа Риккати с начальными усло­
виями (задача Коши), решение которой можно легко получить на ЭЦВМ 
одним из стандартных методов. Эти решения для введенных импедансов 
можно иснользовать для определения таких виброакустических характе­
ристик, как коэффициенты отражения [1], резонансные частоты [4], вол­
новые числа упругих слоисто-неоднородных волноводов [5] и др. Суще­
ственно при этом, что импедансная форма решения удобна и для решения 
задач синтеза неоднородных сред [5, 6 ], поскольку исходные системы 
уравнений для импедансов не содержат производных от неизвестных 
(искомых) упругих и инерционных параметров.

В настоящей работе показана возможность использования импедаисно- 
го метода для расчета виброакустических характеристик упругих тел, 
имеющих форму бесконечного цилиндра, упругие и инерционные харак­
теристики которого зависят от радиуса. К таким телам можно отнести 
сплошные радиально-слоистые цилиндры, слоистые цилиндрические обо­
лочки (пустые или с заполнением внутренней полости) и т. д.

Для простоты рассмотрим плоскую задачу, когда зависимость от коор­
динаты z отсутствует. Будем предполагать также, что процесс зависит 
от времени согласно множителю exp ( —mt),  который мы будем в даль­
нейшем опускать. В качестве исходных уравнений возьмем уравнения 
движения записанные в полярной системе координат г, 0 [7]:

дТг , 1 дх [ Т - Т о 
дг г dQ г

+ ‘со2рш=0,

дх  1 дТ 6 2
—  +  —  ~  +  —  r + ^ Pv= 0 ,  (2)
dr г dQ г

где v и w — колебательные смещения точек среды по координатам 0 и г 
соответственно; Г г, Те — напряжения, нормальные к указанной коорди­
натной поверхности; твг= тге= т  — тангенциальное напряжение. Связь 
между напряжениями и смещениями определяется законом Гука:

Т г=  (К+2\х) —  +  —  —
dr г dQ (3)

(4)
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( 5)

В выражениях (1) —(5) величины Я и ц (первый и второй коэффициенты 
Лямэ), а также р (плотность среды) предполагаются заданными кусочно­
непрерывными функциями координаты г. Раскладывая входящие в (1) —

оо

(5) неизвестные величины в ряды Фурье по углу 0, v =  ^  у” ( г )sin л0,
п = 0

w
о т  о т  • • •

=  wn (г) cos пО, Тг= ^  Тгп (г) cos nQ, т = ^  т" (г) s*n 11 т* Д-* ио"
п=0п - 0  п * = 0

лучим следующие уравнения (штрих обозначает дифференцирование 
но г ) : Т п__J* п

( Тгп) '  +  —  %” +  ■ т ■■'■■■■ +  (O2pwn= 0 ; (Г )

2 п
(тп) 7 +  —  т" — -  Г 0*+(oapi7n= 0 ; (2 ')

г ,» —(я,+2ц) (ю**)'+Я,—  vn +  —  W” ;Г г (3 ')

/  wn п \
2V=(AH-2p.)  ̂— — y" j  + М » " ) ' ; (4 ')

Г у" п 1 
t " = | X ^ ( y " ) ' - — --------------—  и>“ ] . (5 ')

(6)

Представим напряжения как линейные комбинации смещений:
Trn= z ilnwn+ z i2nun;

Tn= z 2lnwn+ z 22nvn}

где zihn — некоторые, пока неопределенные, функции координаты г. Вве­
денные здесь импедансы zik связаны с импедансами, аналогичными 
акустическим, соотношением zik= —i(ozihah. Подставляя (6) в (Г )  и (2') и 
используя (3') — (5 '), получим аналогично работам [1—3] систему нели­
нейных уравнений первого порядка для импедансов zikn(r) :

(2„ . ) ' + - а .+  —  zi2“ — ц г
п  „  п

1 Я—2ц Е х

П
г Я+2ц 2,in +

п
г Z2271 -

1 Я+4ц. 
Я+2ц

nEi

z,2n-

=  0; (7)

(z22n) ' +
(z22n) 2 , (z,2n) 2 п 2Я

Я+2ц г Я+2ц 12 г *22
n2E x

+  pw2=0,

где введено дополнительное обозначение £ ’,= 4ц (Я + ц )/(Я + 2ц ) — модуль 
продольных деформаций тонкой пластины. Так же, как и в цитирован­
ных работах, ч т о  является выражением принципа взаимпости.
Для решения этой системы необходимо задать еще три начальных ус­
ловия:

Zikn(a) =  (zihn) о, U *= 1 , 2, (8)
получаемых из физической постановки задачи. Так, например, если при 
г=а  граница свободна от напряжений, то имеем (zift" ) o= 0 ; некоторые дру­
гие значения (zikn) 0 будут рассмотрены ниже.
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Система (7) с начальными условиями (8) может быть весьма просто 
решена на ЭЦВМ с помощью стандартных программ, реализующих, на­
пример, вычислительный метод Рунге — Кутта (см., например, [8 ]). Од­
нако это можно сделать только в случае конечных значений (zihn) 0 и ко­
нечных значений zfftn(r), получающихся в процессе расчета. В случае, 
когда эти величины чрезмерно велики (например, при г=г0 отсутствуют 
нормальные или тангенциальные смещения), необходимо перейти к вели­
чинам gihn, аналогичным акустической проводимости и определяющим 
связь между смещениями и напряжениями:

w ^ g tS T S + g ,  2"т"; v ' - g t S T S + g ^ z ”. (9)

Аналогично вышеизложенному можно получить систему уравнений для 
£<ап, которая имеет следующий вид:

,  w  1  ,2 п К „  , 1 X -2 (i „
(£п") -  т- r ^  +  — т т ^ т -  + — т-г^ г- 8пп +Я+2(I г X+2\i 

2пЕ1
+  ( - р г -p ® * )  (s,>2" )2 +  -^ -V * .te .2n +  ( - ^ - p ® 1 2) teii")2=0;

г l+2\i 
Et 
г*

( а  . Л ' +  UEl  ( г  - Л 2 +  П % „  » - — *  «t e n ) +  r2 (g,2 ) + — X + 2 i l Sn r g\ I
l+4\X 1 
X+2j.i г

( 10)
gun +

(n2E\ \ / £j\ \
— -----pC02j  gl2ng22n+ —r g n ng * ” +  ( -p - -  P“ 2) gu'‘gH=0-,

nE, E,

Как и в случае импедансов, имеем соотношение £12"—£гЛ а также на­
чальные условия gikn(a) =  (gihn)o4 определяемые из постановки задачи 
(так, при условии v (a )= w (a )  =  0 имеем (£*")о=0). Из выражений (6) 
и (9) легко найти соотношения между матрицами zikn и

\ \ zM g * n\\=E, (11)

где Е — единичная матрица. В свою очередь из выражения (И ) получим 
A2n Agn= l ,  где Atn= zn n-zt2n- ( z t2n)\  Agn= g a ng 2 2 n- ( g i 2 n)\  а также

2 нп= ^ 2п/Д /; z12n= —gi2nMgn; z22n= g itn/A«n и gnn= z 22n/ A,";
( 12)

g i2---- Zi2n/A 2n; 2̂ 2—z,i”/A*”.
При этом предполагается, что и Л2”^ 0 . В случае решения задач
для сплошного радиально-слоистого цилиндра возникает вопрос о на­
чальных условиях при г=0, поскольку в этой точке может возникнуть 
особенность как для смещений, так и для напряжений. Анализ выраже­
ний для этих величин при г-Ч) в случае однородного цилиндра показы­
вает (см., например, [9 ]) , что vn~w n~ rn“ ‘ , а 7У '~т"~гп~2, и, следова­
тельно, в качестве начальных условий при всех значениях п следует 
взять #0̂ (0) = 0 , причем ясно, что это будет справедливо и для неодно­
родного цилиндра

Системы (7) и (10) могут быть решены только численными методами, 
поскольку даже в случае однородного цилиндра (X, р, р — постоянные) 
решения в аналитической форме можно получить только для некоторых 
частных случаев. Полагая, что решения этих систем получены, рассмот­

1 Случай г-* О должен быть исследован особо также и в связи с решением си­
стем (20) и (21), поэтому всюду в дальнейшем мы рассматриваем цилиндрическое 
тело в виде толстостенной оболочки, исключая из рассмотрения область г< а , где
а -  внутренний радиус этой оболочки.
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рим круг задач, которые, в свою очередь, могут быть решены с использо­
ванием этих решений.

Пусть начальные условия для полого (в общем случае) радиально­
слоистого цилиндра заданы на внутренней поверхности г= а  в виде си­
стемы (8 ), где (zihn) о — действительные величины. Решая систему (7) 
при условиях (8), для фиксированной частоты со получаем решения в 
виде функций со). Если на внешней поверхности г=Ь задана связь
между напряжениями и смещениями в виде 7Trn= z „ 7'M>”+ z l2,\ vn, хп=
=Zi7nWn+Z 7122 v , где Zih — известные действительные величины, то, выразив 
те же напряжения через решения системы (7 ), получим систему уравне­
ний для vn и wn:

Он” (6, c o ) -z 11” ] ^ n+ [z 12n(6, со)—z12n] vn=0;

[z,a"(&, <*>)“  Z12n] U)n+  [z22n(fc, CO)— Z22n)vn=0.

Из условия нетривиалыюсти решения этой системы имеем уравнение

(13)

/ « (со) 2—О, '(14)

которое представляет собой условие для определения резонансной часто­
ты n-i'i формы колебаний цилиндра. Процедура решения этого уравнения 
состоит в том, что система (7) решается при нескольких значениях со, а за­
тем каким-либо интерполяционным методом, например делением интервала 
пополам, определяется частота, удовлетворяющая условию (14). Аналогич­
ным образом обстоит дело и в том случае, если задача решается с ис­
пользованием системы уравнений (10) для проводимостей. Так, уравнение

0 (14')

является уравнением для определения частот, при которых на внешней 
поверхности цилиндра выполняются условия жесткого закрепления для 
п-и формы колебаний. Эти частоты можно назвать «антирезонансными».

Решение задач о рассеянии плоских, звуковых волн цилиндрической 
оболочкой и сплошным упругим цилиндром при нормальном падении (ко­
торое только и рассматривается в настоящей статье) приведено в рабо­
те [10]. Используя ту же схему, получим решение аналогичной задачи 
для бесконечного полого радиально-слоистого цилиндра.

Пусть цилиндр погружен в акустическую среду с плотностью р0, ско­
ростью звука с0, волновым числом /с0. На цилипдр из среды падает плоская 
гармоническая волна частоты со :

со

р0= е ^ = е ^ г сое в =  2^Р°п =  ] ^  e „r /„ ( ft0r)cos «0, (15)
П: 71 =  0

где г„= 1  при w >0,»e„=2 при п = 0, Jn(k0r) — функция Бесселя п-го поряд­
ка. Рассеянное поле /ц будем искать в виде

со «

=  У, р,п -  У, ЪпрОпН'п (fcor)cos«0 , (16)
п=0 п-=0

где ап — неизвестный коэффициент, / /^  (/сег) — функция Ханкеля 1-го
рода п-то порядка. Граничные условия па внешней поверхности ци­
линдра можно записать для каждой формы колебаний в виде

P0n+Pin =  Trn 
1 д

о)2р дг 
тп=0

(.Pon+Pin) = w n при г=Ь. (17)

Зная, как и выше, решение системы (7) для zihn (г) при начальных усло­
виях (8 ), систему (17) можно переписать в виде



е„гп[ / „  (к0Ь) + а пН ™  (Л,Ь) J = z „ "  (ft) u;"+z12" (6) у"; (18)
[ / „ '  (A„ft) (А.Ь) ] = p o W 2u>";. z,3"(ft) m7 "+ z 12" (ft) i>” = 0 ,

где штрих означает дифференцирование по аргументу kQb. Эта система 
содержит три неизвестные величины — ап, w" и ип. Решая ее, найдем

9е / ’‘+1
^ * ( 6 ) - — r V r - f t « " W ;

Л.&0&Д п

9с ***+»
^ ( ь ) = - ^ г т - г . 2- (ь ) ,JC/Cqu Ап

(19)

где Ап= Н п и (kob)+poC0(ogun(b)Hn> (fc06),£ „ ” (&), g .2" ( f t ) - проводимости
вычисляемые по найденным значениям zIfcn согласно формулам (12). Ве­
личины ivn и vn будут использованы нами ниже.

Из системы (18) для величины ап получим:
_  _  Jn (к0Ь) +poC0a)giin (Ь)/ » (А0Ь)__
“  Я<‘ »' (к0Ь) +poC„«g'„’' (ft) я<‘> (А.Ь) ’

и если ввести значение проводимости (gun) ak= —i<*gи", эквивалентное 
акустической проводимости, можно для рассеянного поля записать

о>

’■ = -

м=-0

/n / (fcob)+^O^o(gnn) aVn(fcofe)

Я<1>/ (коЬ)+фоСо(Л,*)лЯ««(*оЬ)
Яп' (/с0г) cos «0. (16')

Это выражение совпадает с аналогичным выражением для рассеяния 
плоской звуковой волны однородным упругим цилиндром [10]; при 
этом вместо импеданса цилиндра zn входит величина

1 1 АгП
(gnn) ak ”  -гео z22n

Если Д2”= 0 , что является условием резонанса «сухой» оболочки (фор­
мула (14) при zifc= 0 ) ,  то (gu7*)®*-*-00 и формула (16') для /ц переходит 
в формулу для рассеяния на мягком цилиндре. Если Д,я— т. е. Дй"-*-0, 
что дает в соответствии с формулой (14) условие антирезонанса, то та же 
формула переходит в формулу для рассеяния от абсолютно жесткого ци­
линдра [10].

С использованием полученных результатов можно определить звуко- 
прохождение через произвольную радиально-слоистую оболочку, запол­
ненную той же акустической средой, что и снаружи оболочки. За меру 
•звукопрохождения примем величину акустического давления в волне, 
прошедшей внутрь оболочки при единичной амплитуде падающей плос­
кой звуковой волны. При решении подобной задачи нужно иметь в виду, 
что одних значений имнедансов zihn (г) или проводимостей ginn(r) в от­
личие от задач, рассмотренных выше, недостаточно. Здесь решение си­
стем уравнений типа Рикатти (7) или (10) является только первым эта­
пом; на втором этапе в соответствии с идеей метода прогонки необходи­
мо решить (с использованием результатов первого этапа) некоторую 
другую систему дифференциальных уравнений относительно «полевых» 
функций (напряжений, смещений и т. д.).

В пашем случае такую систему для смещений vn и wn можем полу­
чить из уравнений (30 и (5 ') путем подстановки в них функций Т,п и т'1 
из системы ((5), считая, что функции zihn(r) известны:
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Система уравнений для напряжений 7 Г" и тп может быть получена из. 
уравнений (1 '), (2 ') с использованием уравнений (3 ') —(5 ') и последую­
щим исключением смещений w" и vn с помощью соотношений (9 ); при 
этом считается, что функции gihn{r) также известны. В результате систе­
ма для определения величин Тгп и т" имеет вид:

( 2 V T + [ -
1 2ц

1+2  (х +  ( Рс* - ± ) вн. - ! ± ви-]т .
nEi

п  +

пЕ t

г —п X пЕ %
L г К+2\л г2 grlin+  ) £12" j  T," +

Г 2 , / ,  гг# »  \ l+ 1 +  (p“  — — )  * « "  ] * - ° -re2£ ,

( 21)

Обе системы состоят из линейных однородных уравнений первого поряд­
ка с переменными коэффициентами. Их решение может быть найдено 
также численными методами на ЭЦВМ с использованием стандартных 
программ. Система (20), в частности, может быть использована для опре­
деления собственных форм колебаний, соответствующих собственным зна­
чениям со„ (резонансным частотам), определяемым из уравнения (14). 
Положив для простоты в системе (14) z,h= 0 , получим при начальном 
значении г=Ь соотношение w" ( b ) = —vn (b)zl2" (b, сon)/zun(b, со„), из кото­
рого, учитывая произвольность одной постоянной, можно выделить на­
чальные значения для интегрирования системы (20): vn( b ) =  1; wn(b)= =
= - z l2n(6, 0)H)/Z11ri(6, (On).

Представим звуковое поле внутри оболочки в виде

р =  ^  Р„ COS Гс0, (22)
пг=0

где Pn= p nJn(k0r), а рп — неизвестные коэффициенты. Радиальная колеба­

тельная скорость может быть записана как vr =  Vn cos пв, где Т „=
nefl

(23)

= p nJn' (k0r)/ip0c0. Импеданс n-ii формы внутренней полости

Рп
Zn =  -  -7— =-ipoCoJn(k0a)/Jn' (к0а ) .

V  n

Граничные условия при г=а:

Trn=Pn\ Vn=-i(0Wn\ тп= 0 . (24)
Подставляя (24) в (6) и учитывая (23), получим систему однородных 
уравнений (zi,w-io )zn) wn+ z i2nv "= 0 1 zl2nw"+z22nvn= 0 .  Поскольку wn и v" 
являются произвольными и независимыми величинами, то

я/ ч К( Ка )z „n(a)=poC0(o — Z u n ( a )  = 0 ; z22n(a)=0. (25)
Jn'(koa) ’

Эти величины являются начальными значениями при численном интегри­
ровании системы (7) «в направлении от а к b». Проинтегрировав эту 
систему и решив задачу рассеяния плоской волны, используем величины 
wn(b) и vn(b) из формул (19) в качестве начальных значений для реше­
ния системы (20). При этом ее численное интегрирование необходимо 
проводить «в направлении от b к а». В результате будут найдены вели­
чины wn{a) и ип(а).  Учитывая первое условие из (24) и величины z{ln(a)
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и z,2"(a ) из (25), выразим окончательный результат для звукового поля, 
прошедшего через радиально-слоистую оболочку:

Выше уже говорилось, что если в процессе решения системы (7) величи­
ны Zikn будут принимать чрезмерно большие значения, то нужно перехо­
дить к решению системы (10). При этом в качестве начальных условий 
необходимо брать величины g*n, вычисленные по формулам (12), исходя 
из уже найденных значений z*п. Аналогично, при больших Zihn необхо­
димо переходить от решения системы (20) для смещений к системе (21) 
для напряжений; при этом начальные условия определяются из формул
(6) по уже найденным значениям wn и Vй. Если в процессе расчета вели­
чины gik1 в свою очередь начнут неограниченно возрастать, необходимо 
сделать обратный переход к системе (20), рассчитав начальные условия 
но формулам (9). В случае, если система (21) для напряжений решается 
непосредственно с внешней поверхности г=6 , в качестве начальных не­
обходимо взять следующие условия (первое следует из формул (19), 
второе — очевидно): Тгп(Ь) = —2enin+1/jifcobA** т” (Ь )=0.

Пусть на внутреннюю поверхность полой радиально-слоистой оболоч­
ки, окруженной акустической средой, действует система линейных сил 
Гг(6) и т (0 ). Требуется определить звуковое поле, излученное оболочкой 
в окружающую среду. Эта задача может быть решена аналогично преды­
дущей, только «направления» интегрирования систем (7) и (10), а так­
же (20) и (21) меняются па противоположные. Представим излученное

«•
поле в виде р =  V  рпН ^ ] (fc0r)cos гсб. Тогда аналогично формуле (25) не­

которые мы примем за начальные при интегрировании системы (7 ). Про­
интегрировав последнюю, вычислим zikn(n),  по которым найдем g * l(a). 
Разложив Гг(0) в ряд по cos м0, т(0) в ряд по sinrcO и обозначив коэф­
фициенты разложения через Тгп и т п, найдем величины wn(a) и vn(a):  
w n{ a ) = g iin(a)Trn+gx2 n(a)'in, vn( a ) = g i2n(a)Trn-\-g22n(a)Tn, которые примем 
за начальные при интегрировании системы (20). Зная wn(b) и vn(b), 
можем рассчитать поле излучения:

На основании результатов настоящей работы можно сделать заклю­
чение, что импедансный метод, рассмотренный в ней, позволяет сравни­
тельно простыми численными методами (с применением ЭЦВМ) полу­
чить решения целого ряда задач по определению виброакустических ха­
рактеристик упругих радиально-слоистых цилиндрических тел. Если 
инерционные и жесткостные параметры последних являются кусочно-по­
стоянными функциями координаты г, для расчета может быть применен 
также известный матричный метод, который в этом случае может ока­
заться предпочтительнее импедансного.

П—0
лучим значения zihn на внешней поверхности г=Ь :
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