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Проведено численное исследование двумерных нелипейных волно­
вых структур в окрестности неподвижной зоны объемного тепловыделе­
ния, локализованной в сверхзвуковом потоке. Получепы приближенные 
формулы для параметров течепия на центральной линии тока, пересе­
кающей зону тепловыделения.

Важный и пока еще малоизученный класс нелинейных задач возни­
кает при исследовании интенсивных волн, генерируемых в газовых пото­
ках вблизи зоны объемного поглощения направленного излучения. Уро­
вень современных методов вычислительного эксперимента позволяет ре­
шать подобные задачи достаточно общего вида, существенно расширяя 
и дополняя результаты, полученные па основе линейных [1—3] и слабо- 
нелинейных [2, 4] моделей.

В работе [5] численно моделировались двумерные волновые процессы, 
развивающиеся в окрестности неподвижной зоны объемного тепловыделе­
ния при различных скоростях набегающего газового потока. При этом 
рассматривались ограниченные во времени импульсы тепловыделения, 
для которых были отмечены некоторые оптимальные режимы генерации 
нелинейных волн.

В данной работе с помощью численных и аналитических методов 
изучаются двумерные нелинейные волновые структуры, формирующиеся 
в газовом потоке вблизи неподвижной зоны с гауссовым распределением 
интенсивности поглощаемого излучепия. В отличие от работы [5], ампли­
туда интенсивности излучепия в течение конечного интервала времени т 
монотонно возрастает от нуля до заданной величины / 0, оставаясь далее 
неизменной. При этом рассмотрен достаточно широкий диапазон чисел 
Маха набегающего потока Моа>  1 и характерных уровней тепловыделения. 
Основная цель исследований состояла в анализе различных условий воз­
буждения нелинейных волн, приводящих при т к стационарным распре­
делениям параметров вблизи зоны поглощения. Случай как пока­
зано в работах [4, 5], определяет нестационарную картину нелинейного 
процесса, при которой не обеспечивается энергетическая подкачка волны 
сжатия, непрерывно движущейся против потока. Предложена также не­
линейная модель стационарного квазлодномерного течения вблизи осевой 
линии тока, проходящей через центр зоны тепловыделения. С помощью 
этой модели найдена приближенная связь между и характерным уров­
нем тепловыделения, обеспечивающая критические (или «резонапсные») 
условия генерации волн, когда точно в центре зоны поглощения (на оси 
луча) на гребне волны сжатия достигается критическая скорость потока 
и минимум числа М.

Волновые процессы численно моделируются в прямоугольной области 
G{xt< х< х2, О<?у<у2, #i<0, #2> 0} в декартовой системе координат, свя­
занной с неподвижной осью луча (Oz) нормальной плоскости течения.

Запишем исходную систему уравнений газовой динамики:

d p /^ + (V ,U )= 0,
5U/dH-(U, V )u+u( V, U) +  V/>=0,

dE/dt+V[u(E+p))=QpI , (!)•
2 3 0



в

Фиг. 1. Поля плотности при Л/<0=2, (?=0,5; 3; 10 (а, о, в)

р=рТ/*(у Е = р(е+и72), е = Т /ч  (^—1), V =  {3/&r, d/di/},

U = p u ,  u = { w ,  i;}, ( ? = a wor0/o/(poC03).

Безразмерные значения координат x y у компонент скорости и у vy вре­
мени t, плотности р, давления р, температуры Т, внутренней энергии е, 
интенсивности излучения I  выражены соответственно в единицах г0, с0, 
г0/с0, р0, РоС02, Tq, с02, / 0. Здесь г 0 — характерный радиус луча; р0, Т0 — па­
раметры певозмущенного потока, с0(Г0) — адиабатическая скорость звука, 
а то — характерная величина массового коэффициента поглощения
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Фиг. 2. Поли температуры при М«>=2, Q=0,5; 3; 10 (я, б, в)

(ccmo^o^l), /о — максимальная интенсивность излучения, ч — показатель 
адиабаты.

Основное отличие системы (1) от используемой в работе [5] заклю­
чается в том, что здесь практически постоянной величиной является мас­
совый коэффициент поглощения, а не объемный, как в [5]. При значи­
тельных изменениях плотности в зоне поглощения это различие может 
оказаться принципиальным.

В представленных ниже численных решениях для £>0 было задано 
/= # /, где £=ехр (—хг— if) ,  /= 1 —ехр (—£/т), т=0,5. Тогда эффективную 
протяженность зоны тепловыделения можно оцепить радиусом ге« 2 
(£(гс)~0,02). Размеры области G выбраны следующим образом: х {= —4,.
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:я2==у2=8. Во всех расчетах 7= 1,4. При t=0  во всей области G задано 
и = М со, v=0, Т=р=1.

На нижней границе области (у=0) использовались условия симметрии: 
г;=0, ди/ду=др1ду=дТ/ду=0. Слева {х=хи 0< у< у2) заданы параметры 
невозмущенного сверхзвукового потока. На верхней границе величины 
и , v, ру Т  пересчитывались на каждом временном шаге путем пространст­
венной экстраполяции вдоль характеристики dy/dx=[M2— 1] , где М  —
локальное число Маха вблизи данной точки границы (разумеется, это кор­
ректно лишь при установлении квазистационарного сверхзвукового режи­
ма течения вблизи верхней границы). В случаях, когда верхнюю границу 
пересекала интенсивная ударная волна, параметры на границе вблизи 
фронта волны экстраполировались вдоль вектора k ((3=arctg (ку/кх) — ло­
кальный угол наклона ударной волны). На правой границе (х= х2, 0 < у <  
< у 2) параметры квазипараллолыюго сверхзвукового потока экстраполи­
ровались вдоль Ох.

Для численного интегрирования системы (1) применялась разностная 
• схема [6] типа «предиктор — корректор» со вторым порядком централь­
ной пространственной аппроксимации. Использовались неравномерные 
пространственные сетки с шагами hx=hy= 0,1 в окрестности зоны погло­
щения. Всего число узлов сетки по области G было в диапазоне 3000— 
4000. Шаг по времени fe*«0,01^-0,02.

Основные расчеты были проведены для двух значений М 1,5 и 2 при 
различных величинах Q. Установление стационарных режимов течения 
в области G во всех вариантах наблюдалось при £^20-5-30. Разумеется, 
вне области G процесс существенно нестационарный по крайней мере 
в зонах характеристического влияния области поглощения. Общий же 
характер развития волновых процессов вблизи оси луча в начальный про­
межуток времени имел сходство с аналогичными явлениями, иссле­
дованными в режиме импульсного тепловыделения.

Рассмотрим подробно установившиеся (^ 3 0 )  режимы течения при 
Моо=2 ((>=0,5; 1,5; 3; 6; 10). На фиг. 1,2 приведены картины стационар­
ных полей р и Т для фрагмента области {—2,5<я<6,5; 0<г/<5}, нагляд­
но отражающие изменение характера течения с ростом Q.

При <2=0,5 интенсивности тепловыделения, а следовательно, и степени 
внешнего возмущения однородного потока недостаточно для формирова­
ния фронта интенсивной волны сжатия. Наблюдается относительно сла­
бая «размазанная» волна, в которой максимум плотности достигается не 
на оси симметрии потока, а несколько выше (рЮахда1,09 при а:«3,5; д~2,5). 
Тем не менее максимумы давления и температуры имеют место на у= 0 
(7 /W ^5 1,18 при у = 0, х^0 ,7 ) .  Поток сверхзвуковой во всей области 
в(Л/тщ»1,75).

При Q= 3 формируется уже достаточно интенсивная волна сжатия 
'С pmax^l,7 при я~1,3, у~2,3. Перемещение максимума плотности вверх 
по фронту волны от линии у = 0 в вариантах с 3 объясняется «прогре­
вом» переднего фронта волны, который лежит практически в центре зоны 
тепловыделения. В варианте с @=3 поток сверхзвуковой во всей области G 
за исключением небольшой зоны локально-дозвукового потока (с харак­
терными размерами Lx~ 0,8; £ у« 0,6) непосредственно за волной сжатия. 
В осевых распределениях, (вдоль у —0) ртах и / w  близки к точке х=0. 
Таким образом, данное число @=3 близко (с некоторым превышением) 
к «критической» величине <2., когда максимум в осевых распределениях р 
наблюдается вблизи х = 0, а локально-дозвуковая зона за волной сжатия 
вырождается в точку х~у~0 ,  где M—Mmln=l.

При @=10 в результате достаточно быстрой нелинейной эволюции 
волны сжатия образуется интенсивная ударная волна, передний фронт 
которой практически выходит из зоны тепловыделения. Перепады д, р, Г, 
iij М в центральной точке ударной волны (# « —1,9; у=0) определяются 
только величинами ЛГТО, 7, причем здесь достигаются абсолютные макси­
мумы д, р по всей области G. За ударной волной наблюдается значитель­
ная зона дозвукового течения, имеющая вдоль у = 0 размеры — 1,9<д:<0,8, 
.а вдоль ударной волны простирающаяся до у ~ 2,6.
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По результатам решений с Л/*,= 2  на фиг. 3 представлены как функ­
ции Q следующие величины: 7рт, рт , Тт, Мт — максимальные значения' 
давления, плотности, температуры, минимальные числа Маха в осевых 
распределениях, т. е. вдоль у = 0 (соответственно кривые 1—4); /р, 1Ру 1М. 
положения указанных экстремумов рт , рт , Мт на оси у= 0 (кривые 5—7). 
Положение Ттах выражено достаточно слабо (/г~1), так как тепловой 
след во всех вариантах при x ^ i  характеризуется весьма малыми величи­
нами \дТ/дх\. Видно, что значения параметров на кривых 1У2У4 при (?=10 
близки к величинам 7д3~ 4,5; ps~2,67; Д/в«0,57, вычисленным для одно­
мерного потока за прямым скачком при Л/«х>=2, 7= 1,4. Кривая 1Р при 

лежит несколько выше кривой l0 (Zp« 0 при ()< 2,6) по причине того, 
что дТ/дх>0  при у= О, 1р<х<1р.

Но кривым фиг. 3 можно с достаточной точностью графически опре­
делить критическое (или «резонансное») число Q. (Л/То)«2,7, отмеченное 
штриховой линией, при котором Mm= 1, 1м~1^0. Аналогичные условия 
для импульсного возбуждения волн при Л/То>  1 были также отмечены 
в работе [5]. По результатам расчетов можно оценить величину Qs~3Q*y 
при которой формируется разрывной фронт ударной волны, пересекающий 
ось у= 0 вблизи х ~ —ге~2.

В серии расчетов с Моо =  1,5 общий характер развития волновых про­
цессов с ростом Q был аналогичным, хотя амплитуды основных парамет­
ров рт, рт , Тт были, естественно, ниже. При этом найдено Q .~0,8 и ана­
логично можно было считать Qa~ 3<?..

Заметим, что во всех вариантах с Q^Q. (Мж) расходимость линий тока 
вблизи оси у= 0 весьма мала при х*ъ0 (ptf/Af«>~0,9-H при х = у =  0). Далее, 
при я> 0  одновременно с продолжающимся подводом тепла наблюдается' 
заметное увеличение поперечной компоненты скорости и>0. Начиная 
с х~2  расширение потока с монотонным уменьшением давления до 
ра= I/7 происходит в рамках адиабатического процесса. В вариантах 
с Q^Qa поток за ударной волной при г ^ г е существенно двумерный (в пре­
делах этой зоны отношение \v/u\ достигает максимальных величин по­
рядка 0,5 для Л/«= 2, <?=10).

Учитывая приведенные результаты двумерных численных решений, 
попытаемся оценить некоторые характеристики исследуемых процессов,, 
по крайней мере для <?<(?., на основе использования теории квазиодно- 
мерных стационарных течений идеального газа применительно к цент­
ральной симметричной струе (вблизи у = 0) с малым поперечным сечением 
а(я )< 1  и |у /и |< 1.

Вдоль этой струи можно записать известное соотношение (см. [7]),. 
характеризующее воздействие эффектов изменения сечения струи и тепло­
выделения на локальпое число Маха

Г 2 (Л/2—1) 1 dM __ Г 2+Л/2(7—1) Icfo Г ( I+ 7A/2) (7—1) 1 dJ0 
 ̂ М 1 dx L о -I dx I- Т \dx  ’

(2У
Д=71/(7 — 1)+ w2/2, dJ0/dx=Qg(xyO)/uy pH O = consl= m . .

Аналогичные соотношения, которые выводятся из общих законов со­
хранения потоков массы, импульса и энергии, можно выписать и для 
dp/dx, dp/dx, dT/dx, du/dx. Здесь и далее полагаем, что поперек струи 
параметры постоянны, в том числе g(x, y )~ g{xy 0) при \у\<о/2. Из этих 
соотношений видно, что эффект расширения струи вносит вклад, по знаку 
обратный эффекту теплоподвода. Вообще говоря, только совместный учет 
этих двух эффектов позволяет моделировать непрерывный переход через 
скорость звука в приосевой струе.

Для вариантов задачи с Q<Q.(Mco) (когда при х ^0 ) предполо­
жим, что торможение сверхзвукового потока на участке — °о<я< 0  осу­
ществляется в основном за счет тепловыделения (т. е. при a~const); эф­
фект расширения струи может играть существенную (а иногда и домини­
рующую) роль, лишь начиная с сечения :г=0, где g(xy 0) = gmax=l. Это 
предположение с удовлетворительной точностью подтверждается серией:
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двумерных расчетов. Заметим, что для Q=Q. в точке х=0 , где М = 1, ло­
кальная величина суммарного воздействия двух эффектов равна нулю; 
тем не менее это не противоречит высказанному нредположению о доми­
нирующем интегральном вкладе эффекта тепловыделения на участке 
( - ° ° » 0 ) .

Таким образом, рассмотрим далее участок струи с 1, для кото- 
.рого примем o«const. Тогда соотношения

ри=Мк, p+pu2= { i + ^ M J ) / ^  р=рТ/у, (3)

(4)

^позволяют определить однозначную зависимость М, а, р, р, Т  от х. Из 
-соотношений (3) легко получить формулы

Р =
М „ 2(1 + чМ 2)

м 2( i + f M j y
т =

M2(l+fM „2)''
М„2(1+чМ2)

м  .
2 > и = (5)

Положив М = 1 в формулах (5), можно сразу найти критические значения 
параметров р., Т., р., а.=с., которые достигаются в сечении а:=0 при 
Q.=Q,(MXI) (однако величина Q. пока еще неизвестна).

Подставим выражения (5) в (2), используя в качестве основного па­
раметра величину М. Затем, отбрасывая член с da/dx, проинтегрируем 
•соотношение (2) от — °° до некоторого сечения

ГДР(1 -JP )d M
L [1+т

2 (1 + i M J ) 3
Л /»3( 7 - 1 )  ’

X

4 '( * ) = J  g(x,0)dx.

В результате интегрирования найдем
А (2ч3)""1 [FitM1) ] =Q\V (х) , (6)

4+1 ч+2 1
ГДе F (6 ,=  3 (l+ g )l3' +  2(1+ | ) 2 + T+1 •

Используя в качестве основного параметра величину и, аналогичным об­
разом можно вывести формулу

Ф (и )-Ф (Л /„ )= (?^ (х ), (7)

л / * ч (1+7« | 2 ( 7 + 1 )  V
Ф ( 6 ) - 2 Л Г . ( Т - 1 Г “ 3 ( ^ = 1 Г

Получить из выражений (6) или (7) явные формулы для М{х), а(х ) , . . .  
.достаточно сложно, если вообще возможно. Однако Л/, гг, р, р находятся 
из (6), (7) с помощью простейших вычислительных алгоритмов.

Из формулы (6) нетрудно оценить величину Q, (ч, Л/*):
Q.=A [F(4)-F(>iMJ)  ] [ 2 fW  (0) (8)

Заметим, что, пренебрегая, do/dx> 0 (или d(pu)/dz<0)  в зоне поглоще­
ния при х< 0 , получаем несколько заниженные значения Q.. Например, 
при ч=1,4, g(x4 0)=ехр (—х2) из выражения (8) имеем Q.~2,4 для М*>=2 
и 0,57 для Л/„=1,5. Полученные в двумерных расчетах Q.~2,7 и 
Q .~ 0,8 менее чем на 30% превышают эти значения.

Используя найденную зависимость (^(Л/*,), уравнение неразрывности 
lo~'do/dx+(pu)-'d{pu)/dx=0)  и соотношение (2), можно оценить «сте-
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пень расширения» центральной струи вблизи у= х= 0  (где Л /=1):
т do ^  д (pi?) 
о2 dx ду

5 (р“ ) . | _  (у—1)<?-Р-
-----------------------1 I ~  -------------------------------------------

дх > 0 . (9)
о C/U, 'о Т .

Согласно выражениям (5), (9) для Моа= 2, получим — d{pu)/dx~Q,8, что 
близко к величине —д(ри)/дх&0,7 для я = у = 0  из двумерного расчета 
с (9=3,

Разложим правую часть выражения (8) в ряд Тейлора для малых г =  
=ЛТсо—1>0. Тогда приближенная формула для Q., соответствующая пер­
вому члену разложения, имеет вид

2 ( ^ - 1 ) »

V (■*■-!) Ч Ц 0 ) ‘
Д О )

На фиг. 4 кривыми 1—4 представлены зависимости (?,, р*, Г*, и* от Л/«,, 
рассчитанные по формулам (5), (8) для 7= 1,4; g ( x ,  0)=ехр ( - х 2) . Штри­
ховой кривой показана зависимость Q*{MX) из (10). Оказывается относи­
тельные отличия Q, от Q.0 для 7= 1,4 не превосходят 15% вплоть до

MfXt= 3. Даже при Л/«,=4, (?.°~21, <^>.«28,7, т. е. различие не выходит за' 
рамки средней точности модели. Величины р,, Г., а. при Л/«,=1,5; 2 близки 
(с относительной разностью, не превышающей 20%) к соответствующим 
значениям р, Т , и  вблизи х = у = 0, полученным в вариантах двумерных 
расчетов {Л/со= 2, (9=3}, {Л/«,=1,5; (?=0,75}.

При Q<Q* (Мсо) оценки по формулам (5) —(7) также удовлетворитель­
но согласовывались с результатами двумерных расчетов при Л/«, =  1,5 и 2 
для у = 0, а;<0. Например, для М«,=2, @=1,5 из (6) найдем, что Л/« 1,48 
при х=0; в аналогичном двумерном расчете получено, что М ~  1,52 при 
х = у = 0. Однако при х ^ \  согласия одномерных оценок и двумерных рас­
четов, как правило, не наблюдалось даже для (?<(?., что указывает на 
существенно двумерный характер течения в зоне # > 0.

Таким образом, можно сделать вывод, что формулы (5) —(7) позво­
ляют оценить распределения основных параметров стационарного течения 
вдоль у —0 для х*ъ0 при любых заданпых числах Л/оо> 1  и Q^Q^Moo).

В заключение отметим, что на основе полученных результатов можно* 
оценить экстремальные величины осевых распределений Д/т, рт , pmy Тт.
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для произвольных значений АГ«>>1, Q^Q$. Действительно, из двумерных 
расчетов (см. фиг. 3) следует, что эти величины монотонно зависят от Q 
при Afco=const>l. Рассматривая Мт, рт, рт, Тт как функции М» и q, где 
q = Q I Q .  (при заданных g(xy у ), 'у), можем выделить для них ряд харак­
терных условий.

При q=0: Мь=Мсо, pm=l, T/b»=l, Тт=  1. Кроме того, из двумерных 
расчетов можно сделать вывод, что dpJdq-^О при </->0. Тогда с учетом вы­
ражений (3), (4) при q < l  для центральной линии тока можно положить 
Tm^i+bQiy—1)% (1)/Моо, 6= 0 (1 ). Это соотношение можно использовать 
для оценок Тт при q^q*, как видно из фиг. 3. Во всех вариантах двумер­
ных расчетов значения Тту соответствующие абсолютным максимумам по 
области G, наблюдались при у = 0; #~0,9-И,2; 6~1,3-И,4; Т (х= у= 0 )~  
«(0,8-5-0,9 )Г ТО.

При д=1:, М,п=1, pm—р., рт~р>. При д>3: АГм«Д/в, pm~ р8,
d p j d q ~ 0, d p J d q ^ O .  Здесь Ms, ps, ps обозначают параметры за 

нормальной ударной волной, которые (см. [7]) зависят только от 7,

^  Jlf 2 ч- 1 Q _ (Т+1 ) M J
V t  г и Т+ Г  ps (Т- 1)М .2+ 2 ’

р - ч  1 1 [ л - 1 + 1 -
1 ( г И ГL 2 M J -1L 2 М32 -\ \  2 '

Перечисленных условий вместе с формулами (^(Д Ч ), р * ( А / « > ) ,  р*(М«,), 
Г.(ДГ«,) вполне достаточно для оценки величии pm, pmt Г„„ /¥т в широком 
диапазоне значений <?, Д / о о > 1 .
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