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К РАСЧЕТУ ЗАТУХАНИЯ НИЗКОЧАСТОТНОГО ЗВУКА 
В ОКЕАНЕ ПРИ РАССЕЯНИИ НА ВНУТРЕННИХ ВОЛНАХ

Сазонт ов  А. Г . ,  Фарфель II. А.

В рамках уравнения переноса излучения рассмотрена эволюция ин­
тенсивностей нормальных мод и вычислены потери, обусловленные необ­
ратимым уходом акустической энергии из океанического волновода. 
Копкретные оцспкн величины затухания проведены для спектра Гарре­
та — Манка, описывающего случайное поле внутренних волп в канале с 
канопическим профилем скорости звука.

Изучению механизмов затухания звука в океане уделяется постоянное 
внимание исследователей |1]. Теоретические л экспериментальные рабо­
ты последних лет показали, что для объяснения наблюдаемого в океане 
затухания низкочастотного звука помимо релаксационных процессов, свя­
занных с солями магния и бора, необходимо принимать во внимание эф­
фекты рассеяния акустической энергии за пределы углов, удерживаемых 
подводным звуковым каналом (ПЗК). Дополнительная величина потерь 
может быть оценена путем интегрирования коэффициента объемного рас­
сеяния по всем углам, превышающим критический угол ПЗК. Впервые 
на такую возможность интерпретации экспериментальных данных по по­
глощению звука в килогерцевом диапазоне частот указал Урик [2J, ис­
пользовавший при расчетах формулу Чернова [3) для коэффициента рас­
сеяния, содержащую экспоненциальную корреляционную функцию. Одна­
ко гауссова модель приводит к резкой зависимости декремента затухания 
от частоты, что не согласуется с опытом. Дальнейшее развитие такого 
подхода нашло отражение в работе [4], где при вычислениях в качестве 
спектра флуктуаций показателя преломления был выбран закон «2/3» Кол­
могорова — Обухова, при этом поглощение как функция частоты ведет 
себя со/*. Позднее Меллен и др. [5] предложили частотно-независимое 
выражение для величины затухания, исходя из диффузионного лучевого 
уравнения, выведенного Черновым [3], с соответствующими граничными 
условиями. (Модифицированный вариант этой теории изложен в кни­
ге [6].)

В данной статье продолжено изучение обсуждаемой проблемы с ис­
пользованием модового представления волнового поля и океаническом вол­
новоде. В работе в рамках уравнения переноса излучения (записанного в 
диффузионном приближении) рассмотрена эволюция интенсивностей нор­
мальных мод и определены потери, обусловленные уходом звуковой энер­
гии из канала. Конкретные аналитические и численные расчеты выполне­
ны для спектра Гаррета — Манка, описывающею случайное поле внутрен­
них волн [7]. Отметим, что коэффициент диффузии по модам при рассея­
нии на внутренних волнах в волноводе с параболическим профилем 
скорости звука находился в [8], при этом полагалось, что дисперсия сме­
щений и радиусы корреляции в спектре внутренних волн неизменны с глу­
биной. К сожалению, такое допущение не отвечает реальной ситуации и, 
как показывают вычисления, дает завышенную на порядок оценку вели­
чины затухания.

Исходным для анализа служит уравнение Гельмгольца для акустиче­
ского давления

Др(г, z )+ /c V (z )M г, z)=-2Arrc0(z)p(r, z)/;(r, z). (1)
Здесь т = ( х , у ) — горизонтальный радиус-вектор, z — вертикальная коорди­
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ната, n0(z) и |х (г, 2) —соответственно регулярная и флуктуационпая со­
ставляющие показателя преломления, к  — волновое число в однородной 
среде. Уравнение (1) необходимо дополнить стандартными граничными 
условиями на невозмущенной поверхности 2=0 и дне 2==//, детальный вид 
которых для дальнейших выкладок несуществен.

Будем полагать, что среда является статистически однородной и изо­
тропной но горизонтали, так что корреляционная функция флуктуаций 
показателя преломления может быть записана следующим образом: 
<ц(г,, 2 i)jx (r2, 22)> = В |4( |г 1—Г2|, Zi—Zz, (Zi+Zz)/2).

Представим р(г, 2) в виде разложения р(г, z ) = ^  cp„(2),S'„(r) по собст-
п

венным ортоиормироваиным функциям невозмущенного волновода <pn(z), 
порождаемым краевой задачей dzq)n(z)/dz2+[kzn02(z)— Pn2]<pn(z)=0, (с со­
ответствующими граничными условиями), где рп —спектр продольных вол­
новых чисел. Тогда из (1) для коэффициентов разложения Sn(г) следует

н

AiS„(r)+p„2Sn(r)= -2 & 2X |S m(r) I  И (',* ) «о (*)ф»(*)ф« (*)<** (2)
т 0

(А± — лапласиан в горизонтальной плоскости).
Рассмотрим плоскую акустическую волну, распространяющуюся вдоль 

координаты х  (оси звукового канала). Для нахождения величины погло­
щения необходимо воспользоваться уравнением переноса излучения для 
средних интенсивностей мод. Будем считать, что неоднородности океани­
ческой среды являются крупномасштабными по горизоптали (т. е. 
kl_l> 1, где l_l горизонтальный радиус флуктуаций), так что эффектами 
обратного рассеяния можно пренебречь.

В приближении рассеяния вперед, представляя Sn(г) в виде: S n(г) =
1

=  - z r 5 n +(i')<?'M, для величины /„ (х) =  <|£п+(я, 0) | 2>, исходя из (2),.
v p .

стандартным образом (см,, например, [9—11]) нетрудно получить
м

пфгл
о Iт Отп  ̂ппт4 т

где оюп — сечение трансформации тг-моды в т-ю, М  — максимальное число 
распространяющихся мод ‘. Параметр а„т легко оценивается в борцовском 
приближении и при kl±> 1 равен: 1±

00
2 я  к'

Опт Отп
рп

где /?/ т (х) дается формулой

i  ^ , . Ш П ( Т ' ( Р п - $ т ) г + Щ 2 ) < 1 К у (4>
т —  со

Н  Н

Fvnm(x )=  J  dz, J  dz2 n0{zl)n0(z2)q>n(zl)<pm(zl)<[>„(z2)<pm(z2)F]i{'x,,zu z2),
0 0

в которой
со

(* |2
F»{*■', z.,z2) =  J B„(p;z1,z2)e - 'x', —r^

—  00
(2л)

двумерный спектр флуктуаций, и=(%ж, Ку) — волновой вектор в горизон­
тальной плоскости. Далее рассмотрим случай, когда регулярный профиль 
скорости звука плавно изменяется в масштабе длины волны, так что для

1 Все последующие выводы справедливы и для волн, возбуждаемых точечным 
источником. В этом случае величина / п(а:), фигурирующая в уравнении (3), связана 
с <|Sn+(x, 0) | 2> посредством 1п(х)=х(  |5„+(я, 0) | 2>.



<p„(z) справедливо ВКБ-решепие
.max
' 1 1

Фп (z) =  C„ [v„ (z)j ",/2 cos (fc yn (2') dz — -J-

c„= (4 cos 0„/A„)v\  (z) =У/г„2 (z) -co s2 0„ 
ft

где ()n=arccos — — угол скольжения, составляемый бриллюэповской
к

волной (отвечающей моде номера п) с осью капала, Л„ — длина цикла. 
Константы распространения волноводных мод принимают дискретные 
значения в интервале кпч<$п<к,  где WoO=niax{n0(0), /г0(//)} , и опреде­
ляются из условия квантования Бора — Зоммерфельда:

zmax
п

к J yn (z)dz
2miuп

Л П = :  0 , 1 , 2 . . .

/ ш i п шах .. о(2П и zn — соответственно минимальным и максимальный горизонты
поворота). Используя ВКБ-иредставление для cp„(z), можно показать, что 
если вертикальный масштаб локализации волнового поля превышает вер-

. I ш а х  m i n  j  .  .  ч

тикальный радиус корреляции флуктуации (т. е. \zn —zn | и

g - f . r '« 0(z)
dtio
dz

kln2<n,
n—m

n
<1, t o  F,"n,(y.) представима в виде

/  z>

K m (x) =  A~X" \  dzn°2 (Z) CtS 0(1 CiS 0"» (2) [фи (x - Ф" (z) ~  4m (z)) +
z<

+  Фд(я,9„(2) +  g,n(z))]- (5)

Здесь 0n(2) и qn(z)=l/lcn0*(z)—$nz — соответственно угол скольжения и 
локальное вертикальное волновое число бриллюэповской волны, отвечаю­
щем моде номера п, па произвольном горизонте z\ Фд — трехмерный спектр 
неоднородностей,

2< =  max (zn , zm } f z> =  mm {zn , zm }.
Строго говоря, в уравнение (3) необходимо явным образом включить 

член, описывающий радиационное затухание. Однако соответствующее 
слагаемое становится существенным лишь для мод, у которых угол сколь­
жения близок к критическому, поэтому, как показано в [10], эффекты, 
связанные с непрерывным спектром, можно учесть введением диссипа­
тивного граничного условия. В случае крупномасштабных по вертикали 
неоднородностей от системы разностных уравнений (3) можно перейти к 
диффу знойному ир и бл и же н и ю

где коэффициент диффузии, и дополнить (6)

двумя граничными условиями [10]
д/с//„

А .-— =  0 при п = 0, /„= 0  при п=М. •
дп

Подстановка (4), (5) в определение А , при М>  1, &Z±» 1 , sin 0СГ>1

т



^ocr=  arccos Псо — критический угол волновода) приводит к результату

Ч

При получепии (7) суммирование по модам заменено интегрированием и 
использовано соотношение, вытекающее из условия квантования Бора — 
Зоммерфельда, т. е.
м  м  к V n A z ) -n l

£ ( • • • ) - $  « * » (-■ -)= — 5 j  tg0»(z)(...)
7 Л = 0  0  A’Wqo о

(переход от dp,„ к dqm осуществляется с помощью формулы qm(z) =  
=  [k2n02(z) — pma]'A). Учтено также, что имеет место приближенное ра­
венство: n—mtt(qH(z)—qm(z))A„ tg0„(z)/2ji, поскольку по характеру 
вывода (5) / г и т  не могут сильно отличаться между собой (| (п—т ) / /г |<  
< 1), кроме этого в силу предполагаемого неравенства /с/ц sin 0cr>  1 пре­
делы интегрирования по кг в (7) распространены до бесконечности.

Вычислим Dn при рассеянии акустического сигнала на случайном 
поле внутренних волн в канале с каноническим профилем скорости звука 
[12]: c(z) = с0 [1+е(е“Н-т|—1) ], т]=2(z—z0)/B (с0 — скорость звука на оси 
канала z=z<>, /  ̂— ширина канала, в км, е=1,14-10-2 В/2 км-1).. Предпола­
гается [13J, что частота Вяйсяля !\(z) ведет себя но закону N(z) = 
=N0 exp(—z/B) . Для трехмерного спектра флуктуаций воспользуемся 
распределением Гаррета — Манка

Ф„(к, /; z) =  —  (*) >jH(j) I x I [%2+  (Jnfi/NJB)2 ] - 2,
n  iv0/5

/ / ( / ) = / / „ - ' ( f + / . 2) -1 Л
# « ,= — [ cth (jt/.) — (л /,)- 1 ] zy.

в котором использовано модифицированное представление для весовой 
функции # ( / ) ,  адекватно описывающей результаты более поздних экспе­
риментальных измерений (см. [13]). Здесь <p2(z) > — дисперсия флуктуа­
ций, ft — инерционная частота, у — номер моды внутренней волны, у, — 
фиксированная константа. Далее согласно [13] примем: <p2(z)> =  
=<lx0z'>(N(z)IN0) \  В рассматриваемом случае из (7) для 1)п нетрудно 
найти

D =  <J> k ~A n ?  dz <ц8 (г)>
,г я 2 fiNoB .) cos20n (z)

z<
/V2 (z) tg 0* (z) /i

где

/ 1(ж) =  (1 + ^ 2) - 1 + In
Ух2+1  + 1

2(х2+1)Чг l/x2+i  —1
TV (z)

* =  —7—  0n (z), </>= (/) •
U *

Обсудим поведение Dn при малых и больших углах скольжения. 
Обозначим через 0„ угол скольжения, составляемый бриллюэновской мо­
дой номера п с осью ПЗК. При 0„^/,/Ar(zo) с достаточной степенью 
точности можно канонический профиль аппроксимировать параболиче­
ским zzo2( z ) = l - a 2(z -z 0)2, а= 2Уе//>, при этом длина цикла всех мод при­
близительно одинакова и равна пВ/У&=Л0. Из (8) с учетом сказанного 
имеем

= + ̂ Д ]
4я Уе N0 1 4 т„

xn= (N (z0)/ f i)sm  0„.
495.



Для мод, пересекающих ось звукового канала под достаточно большим 
углом, основной вклад в Dn даст окрестность точки заворота z<= z0+  
+BI2 In sin2 0„/2е, поскольку здесь функции <|T(z) > и •/, (z) принимают 
максимальпыс значения. В результате для Оп получаем

А> =
</> к2А п U
я- В ~N,

<,г (Ю )

где Rn~l=n0~ldn0ldz\z< — кривизна бриллюэноиской волиы в точке заво- 
рота. Используя явные выражения для c(z) и n0(z), можно преобразовать 
(10) к виду

Dn = </> к2А п fi
л2 (2г)'1г N <Р'

/  Отт \  >h
(2 0) > ̂  —  J sin2 0n[ 1—2е/ sin2 On]- ’".

(И)
Далее в уравнении (6) удобно перейти от переменной п к углу скольже­
ния на оси канала

д 2л 1 д
дп кАп sin 0„ д0п

Тогда (6) перепишется следующим образом:
din 1 1 д ( . л din \

\  ^ s m 0 n — j ,дх Л„ sin0n д0„ 
д1пdn sin 0„
30»

dQn

=  0 ,  / п ( 0 с г ) = О ,

(12)

п

где d„ определяется посредством

dn
(2л)2 Dn
к2Ап sin20п

Используя (9) и (11), для асимптотик dn пепосредствепио вытекает
л </>
Уе /,• V N0 '  L 4

H - T Tn2in — 1 , т„<1,
т„ J

cZn=2~l/ -^ -e-I,!<p,2(z0)> к -  [ 1—2е/sin2 0„]-'Л, тп»1 .
' О  о

При произвольных углах скольжения выражение для dn представимо
формулой

С*

dn=4<j>< (г02> —- с, (0„, NJfi ) ,
и

где функция

Cl  (Qn > N o  I f  г) =  s in " 2 0П X

X
и

dz
В ,) cos20n (z) tgfin (z)e-«/B x

X / i | f  е-*/в tg 0„

Результат численного расчета величтг- находилась численны м интегрирова­
ны ci в зависимости от угла скольже- riv м и  7 о _п  — \
ния 0П, составляемого бриллюэноиской иием. П ри л 0//,- z0 d I км

граф ик с,(0„, /Vo/Уг) изображ ен иа
фигуре.

волной с осью канала
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Уравнение (12) может быть решено методом разделения переменных
ос

h  (ж) =  X j (0.) exp (—r vx ), (13)
v = i

при этом величины 1\ и / \ ( 0 П) подчиняются краевой задаче

4 si“0- Ч г - )  +  ГЛ » - )  - 0Л„ sin 0„ <й)п 

dn sin 0n
dF\
dOn

dQn

=  0,  f v ( 0 c r ) = O .

(14)

■ 0
Прежде всего воспользуемся тем обстоятельством, что Ci(0n) довольно 
слабо зависит от угла, поэтому для грубой оценки величины потерь ап­
проксимируем коэффициент dn его асимптотикой при 0П=О. При dn=const 
(с учетом,, что sin 0„~071) система (14) имеет точные решения вида 
(см,, например, [14J)

Fv(0n) =  ^ v/ o(« v 4 !L)
'  Осг '

r v =
d0 u z
Л 0 0сг2

0<Г!<Г2< Г 3< . . .

где / 0 —символ функции Бесселя нулевого порядка, uv — нули J0(u) 
(в частности, 2,405), A v — константы, определяемые начальными 
условиями. Из (13) следует, что при #->«>, I n ( x ) ^ > F l ( в п ) е ~ г,х, при этом 
наименьшее собственное значение Г,, описывающее затухание поля па 
больших дистанциях, дается соотношением:

Г, =  (2,405) 2</>;Ч iVo<[Xo2> /  JV(Zq) \  
U Ос/ \  N0 )

в - 1. (15)

Практически установившееся распределение имеет место при x > L , где 
L  качественно оценивается формулой £со1/Г2—Г,.

Для рассматриваемой весовой функции //( /)  величина </> аппрокси­
мируется следующим выражением:

^тах

< / > =  £  т ( / ) - 4 я - м п  ;7  +  У -
j= 1 ; •'*

где /max — максимальный номер моды в спектре внутренних волн.
Более точное значение Г, может быть найдено вариационным спосо­

бом с помощью ЭВМ
СГ

Idn sin 0„ (Fr (0n) )2 d0n

Г i =  inin
er (16)

I sin 0„F2(0n)An dQn

Беря в качестве пробной функции F(0n) = / о(2,4О50„/0сг) и проводя необхо­
димые вычисления при 0СГ=О,22 и типичных числовых значениях пара­
метров, входящих в спектр внутрспних волн: Лг0=5,2-Ю "3 рад/с, /,=7,3- 
•10-5 рад/с (для широты 30°), z0==B=l км, <м-02> =2,5-10~7, /'.=3, /тах=  
=870/, (при этом </>—14; 3, имеем

Г,=3,ЗЮ _‘ дБ/км. (17)

Обратим внимание, что в оригинальной работе [7] Гарретом и Манком 
для весовой функции //( /)  предложено выражепио вида //( /)  =  (3/2)/*-1 (И~ 
+ ///•)7 /з» где В этом случае для </> нетрудно получить оценку
</>~2/,=12, которая близка к значению для </>, полученному выше.

Отметим, что декремент затухания, следующий из (15), для тех же
3 Акустический журнал, Кя 4



параметров задачи по порядку величины совпадает с (17) и отличается 
от (17) числовым множителем порядка 3.

Авторы выражают признательность Л. С. Долину и В. И. Таланову за 
обсуждение результатов работы и М. А. Раевскому за стимулирующие 
дискуссии..
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