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Рассмотрен расчет характеристик ньезокерамических приемников 
первого порядка, выполненных из цилиндрических пьезоэлементов с 
электродами, соединенными встречно, при их использовании в совокуп­
ности с приемниками нулевого порядка, образованными из тех же пье­
зоэлементов при согласпом включении электродов.

Широкое применение в технике, в частности в качестве акустических 
приемников нулевого порядка, находят электромеханические преобразо­
ватели в виде цилиндрических пьезоэлементов с электродами, равномерно 
покрывающими их боковые поверхности. В силу симметрии они соверша­
ют «пульсирующие» колебания (колебания нулевого порядка). Достаточ­
но хорошо развита теория расчета таких преобразователей [1].

Значительно меньше известны цилиндрические электромеханические 
преобразователи, совершающие колебания первого порядка, при которых 
радиальная составляющая скорости колебаний изменяется на поверхно­
сти иьезоэлемента по закону u=v0 cos (р, хотя они могут иметь интерес­
ные применения.

Так, в патенте [2] рассмотрено применение цилиндрического преоб­
разователя, в котором используются колебания пулевого и первого поряд­
ков, в качестве акустического приемника, входящего в состав аппаратуры 
для определения направления на источник звука. На фиг. 1 пред­
ставлены характеристики направленности в плоскости, перпендикуляр­
ной оси этого преобразователя, который может быть исильзован и как 
приемник градиента давления.

Эффект получения всего пабора характеристик направленности дости­
гается путем коммутации четырех равных частей, на которые электриче­
ски разделены электроды (фиг. 1), а именно при согласном включении 
всех четвертей (I+ II+ III+ IV ) получают ненаправленный приемпик 
(приемник нулевого порядка); при согласном включении двух пар элек­
тродов (I-HV) и (II+ III)  и встречном включении образовавшихся групп 
(1 +  IV) — (11+ПТ) получают приемник первого порядка с характеристи­
кой направленности /?(ср) =cos ср; при включении электродов по схеме 
(I+I1) — (ТН-fIV) — приемник первого порядка с характеристикой 
/?(cp)=sincp. Из описания патента не следует, в каком частотном диапа­
зоне и при каких условиях сохраняют свой вид характеристики нанрав' 
леппости, хотя известно, что ограничения на этот счет имеются.

Далее путем совместной обработки сигналов с ненаправленного и на­
правленных выходов преобразователя могут быть получены характери­
стики направленности типа кардиоиды. Для выполнения необходимых 
операций требуется знать амплитудные и фазовые частотные характери­
стики приемников первого порядка, однако в известной нам литературе 
даппые о расчете этих характеристик отсутствуют.

Для того чтобы определить действительные возможности применения 
цилиндрических приемников первого порядка, рассмотрим расчет необхо­
димых его характеристик.

Будем считать, что реальный электроакустический преобразователь 
с требуемыми характеристиками представляет собой набор соосно рас­
положенных цилиндров, каждый из которых имеет малую высоту. При 
этом акустические характеристики преобразователя будем определять
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как для длинного цилиндра, а электромеханические характеристики — 
как для цилиндра1 малой высоты (фиг. 2). Поскольку по тому же закону, 
что и у рассматриваемого приемника первого порядка, а именно и= 
=ц* cos(p, изменяется радиальная составляющая скорости колебаний 
поверхности цилиндра, который совершает колебания как единое целое 
(«осциллирует») в направлении некоторой оси, акустические характери­
стики приемника первого порядка совпадают с характеристиками осцил­
лирующего цилиндра и так же, как для приемника нулевого порядка 
(пульсирующего), могут быть определены исходя из данных, приведен­
ных, например, в [3].

Для того чтобы определить электромеханические параметры прием­
ника первого порядка, воспользуемся методом расчета, изложенным 
в статье [4], и прежде всего рассмотрим свободные колебания тонкого
однородного цилиндра, сопровождающиеся удлинением его средней ок­
ружности. Анализ таких колебаний, при котором не учитывается отно­
сительно малая величина энергии деформаций изгиба, приведен в [5]. 
Как следует из этого анализа, смещения точек цилиндра в радиальном 
и касательном к средней окружности направлениях могут быть представ­
лены в виде разложения в ряды (1)

а деформации средней окружности с радиусом а определяются соотноше­
нием (2)

Весь анализ будем производить для случая использования поперечного 
пьезоэффекта, поэтому в местной системе координат, к которой отнесен 
элемент цилиндра (фиг. 2), полярная ось (ось 3) направлена по радиусу. 
Отличия в расчете, возникающие при использовании продольного пьезо- 
эффекта в конструкции цилиндра, показанной на фиг. 2, учтем в конечном 
результате.

В соотношении (2) условно положительными приняты смещения в на­
правлении внешней нормали и против часовой стрелки, приводящие к де­
формациям растяжения в I и IV четвертях и к деформациям сжатия в II 
и III четвертях.

Характер смещений поверхности при рассматриваемом виде колебаний 
таков, что вектор смещения s точек, находящихся под углом <р, по модулю
равен |s | =s,Ycos2 icp+iz sin2 йр и повернут относительно радиус-вектора то­
чек на угол 7, такой, что tg 7=itgicp. Направления вектора смещения при 
значениях ф, кратных л/4 при г=1, показаны на фиг. 1. При этом |s|=Si, 
sri=Si cos ф, $Ф1= $ ,з т ф , и из соотношения (2) получим еф, =  (2s t/a)cos ф. 
По мере возрастания порядка колебаний i движение становится все более 
продольным в направлении касательной к окружности {s^=isri).

Рассматривая колебания цилиндра, который «осциллирует» в направ­
лении некоторой оси х  так, что все его точки имеют смещения s*, для со­
ставляющих смещения по направлениям радиуса (sxr) и касательной к 
средней окружности (sw) с учетом принятого правила знаков получим 
sXr=sx cos ф, 5хф=—sx sin ф.

Соответственно из соотношения (2) найдем еФ!=0. Таким образом, коле­
бании этого вида не сопровождаются деформациями средней окружности 
и не могут привести к электромеханическому преобразованию.

Воспользовавшись представлением смещений в виде системы (1) и по­
лагая в силу малой величины высоты h и толщины Д цилиндра мехапи-

( 1)

(2 )
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Фиг1 Фиг 2

Ф иг.  1. Х арактеристики  направленности  прием ника, составл ен н ого  и з ко­
лец  с р аздел ен ны м и  электродам и: 1 — /? (tp) = c o s  cp, 2  — # ( c p ) = s in  cp, 3  —

й ( ф)-1
Фиг. 2. Цилиндрический приемник, набранный из колец с малой высо­
той: 1 — при поперечном пьезоэффекте, 2 — при продольном пьезоэф­

ф екте

ческие напряжения o,.r~ 0, oZz—0, определим эквивалентные электромеха­
нические параметры, соответствующие обобщенным координатам si} после 
чего расчет преобразователя можно будет производить в соответствии с 
эквивалентной схемой, приведенной на фиг. 3.

Если в этой схеме положить равными нулю все коэффициенты электро­
механической трансформации n h кроме т г 0 ,  то как частный случай должна 
получиться эквивалентная схема преобразователя нулевого порядка, при­
веденная в [ 1]. ,

Из выражения для потенциальной энергии И п кольца с учетом того, 
что после подстановки в выражение (2) смещений, определяемых систе­
мой (1),

В соотношениях (4), (5) snE — упругоэлектрическая постоянная пьезо­
керамики.

Из выражения (6) для кинетической энергии определим эквивалент­
ные массы Mi=dWJdsi\

где р — плотность керамики, Л/=2яярД/г — полная масса цилиндра.
Собственные частоты продольных колебаний различных порядков опре­

делим с помощью соотношения

(3 )

найдем эквивалентные гибкости C E=(dWJdSi) 1

C0E=asnE/2nAh, CiE=asnElAhTi(i+?)2 при i>  1, (5)

( 6 )

Ма=М, Mi=M(l+iz)/2 при i>  1 (7 )

1 V l+ «a
(8 )

806



Ф и г . 3 .  Э к в и в а л е н т н а я  э л е к т р о м ех а н и ч еск ая  с х е м а  п р и ем ­
н и к а : 1  -  F экв о, 2  -  F0„в 1 , 3 -  Fэнв «, 4 -  Сэф

из которого при i= О получаем хорошо известное выражение для собствен­
ной частоты колебаний нулевого порядка /0= 1/2яаУр$иЕ, а при i = l —для 
собственной частоты колебаний первого порядка / ,= /0У2.

Таким образом, видим, что пьезокерамический цилиндр может совер­
шать продольные колебания различных порядков в направлении касатель­
ной к окружности. Какие именно формы колебаний возбуждаются при 
подаче на пего электрического напряжении или дают эффект на электри­
ческом выходе при действии внешних сил на его поверхности, зависит от 
условий электромеханического преобразования, которые, в свою очередь, 
определяются конфигурацией и схемой соединения электродов. В эквива­
лентной электромеханической схеме фиг. 3 условии электромеханического 
преобразования отражаются в том или ином соотношении между значе­
ниями Hi коэффициентов электромеханической трансформации. Общее вы­
ражение для nh следуя [4], запишем в виде п{=и~1д\У9М/д8{, где гг —элек­
трическое напряжение на преобразователе, a Wm определяется соотно­
шением (9)

2л

Выражение (9) записано с учетом того, что при принятых механиче­
ских граничных условиях местные уравнения пьезоэффекта приводятся к 
виду еФ= $ /о ф+ d3lE3, D3=ds,oip+ei3°E3t где dM — пьезоэлектрические модули, 
езз° — диэлектрическая проницаемость при а=0, Д, и Е3 — индукция и на­
пряженность электрического поля в направлении полярной оси 3; /=Н 
соответствует поперечному, а 1= 3  — продольному иьезоэффекту.

При вычислении С„*9 — емкости заторможенного в направлении окруж­
ности цилиндра (при е<р=0) следует пользоваться диэлектрической прони­
цаемостью е3з'ч=бзз°(1—Аг3/2), k3i*=d3i7 s//Ee3j° — коэффициент электромеха­
нической связи пьезокерамики.

Подставим в выражение (9) еф из (3) и введем обозначение для рас­
пределения напряженности электрического ноля по окружности Й(ф), 
определив его с помощью соотношения Q (ср) =Е3&/и.

Предполагая, что цилиндр однороден в отношении пьезоэлектрических 
и упругих свойств, получим

2л со

ТГам =  - |ИдА- J  £2(ф) [ y . d + ^ S i c o s Up
0 f_0
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Соответственно коэффициенты электромеханической трансформации 
найдем в виде

2 л

ni=s~~̂ ir ( 1 + * 2) I  Й ( ф ) соб i(pdcp. ( 1 0 )
о

Отметим, что при неоднородном по координате ср электрическом поле 
емкость преобразователя следует определять с помощью выражения

In

С*' = e“"( t - k‘ ‘)ah J (У(ф)Лр. ( 11)
о

До сих пор полагали, что используем поперечный пьезоэффект в кон­
струкции сплошного цилиндра с электродами на боковых поверхностях. 
В случае, если используется продольный пьезоэффект в конструкции ци­
линдра секционированного, в котором электроды нанесены на боковые гра­
ни составляющих его призм, в формулах (5), (8), (10) следует заменить 
SuE на s33E и dai/si/A на d33A/s33E6, а также вычислять емкость преобразо­
вателя с учетом изменившейся конфигурации электродов.

Дальнейший анализ будем производить для случая поперечного пьезо- 
эффекта, имея в виду, что к результатам для случая продольного пьезо- 
эффекта можно перейти путем соответствующей замены постоянных.

В частном случае, когда электроды сплошь покрывают боковые поверх­
ности цилиндра и на каждой из них эквипотенциальны, й (ф )= 1  и из вы­
ражения (10) следует, что п0=2лй31к1$иБ, лг,=0 при Z>0. При этом Саеф=  
=езз°('1—■k3l2)2nah/A.

Очевидно, в этом случае электромеханически активными являются 
только колебания нулевого порядка. Эквивалентная схема преобразовате­
ля вырождается в одноконтурную. Если электроды на боковых поверхно­
стях цилиндра разделены на две равные части и эти части соединены па­
раллельно, но встречно, то й(ф )= 1  при |ф |^ л /2, й (ф ) = —1 при |ф |> л /2. 
Из выражения (10) получим яо=0, n t=8aSihlsnE,

,  J4I-1 16/(Z—1) d3ih , n 0 
w « - i - B( ~ l ) i ---------------- при Z=2, 3 , . . .At—1 $ii

Остальные коэффициенты трансформации равны нулю, так что элек­
тромеханическая связь в этом случае существует как у интересующей нас 
формы колебаний 0|(ф )=со8 ф, так и у всех других нечетных форм коле­
баний 02<-i (ф) =cos(2Z—1)ф.

То обстоятельство, что форма колебаний, которой должен обладать иде­
альный приемник первого порядка, при встречном включении половин 
электродов не является изолированной, как это имеет место при сплошных 
синфазных электродах для приемника нулевого порядка, приводит к огра­
ничению частотного диапазона, в пределах которого приемник имеет не­
искаженную характеристику направленности в виде H((p)=cosq>. Наиболь­
ший вклад в искажения этой характеристики направленности вносит бли­
жайшая по собственной частоте форма колебаний при Z=3.

Принципиально, форма колебаний 01(ф)=созф может быть сделана 
изолированной, если путем соответствующего конструирования электродов 
функции Й(ф) придать вид £2(ф)=созф. Действительно, из выражения 
(10) при этом получим ?г,=4й31А/$„Е, п<=0 при 1Ф 1. Практически получить 
в кольце распределение поля й(ф )=соэф  трудно, однако довольно грубого 
приближения может оказаться достаточным для того, чтобы сделать элек­
тромеханически пассивными формы колебаний, вызывающие наибольшие 
искажения характеристики направленности. На примере стержневого пре­
образователя с аналогичными формами колебаний это показано в статье
[6]. В частности, для того чтобы «подавить» форму колебаний 03 (ф) =cos Зф,
соответствующую собственной частоте / 3=/оУЮ, достаточно ограничить 
размер каждой половины электродов дугой ±60°. Заметим, что изменение 
размера электрода сопровождается некоторым изменением С* и /,. Этого
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изменения не будет, если отключенные части электродов закоротить, т. е. 
создать на соответствующих участках пьезокерамики режим, при котором 
Л’3=0. При этом из выражения (10) получим гг0=0, ft1=4y3d3i^/si/\ Дз=0, 
и форма колебаний поверхности преобразователя будет близка к 0i((p) =  
=cos ср в более широком диапазоне частот, чем при полных электродах.

В завершение анализа параметров эквивалентной схемы преобразова­
теля рассмотрим величины F3KB ,• и которые характеризуют взаимодей­
ствие механической системы преобразователя со звуковым полем. (Звуко­
вое иоле представляет собой для приемника, имеющего i-io форму колеба­
ний, источник энергии с механодвижущей силой F3кв< и внутренним сопро­
тивлением 2 ак».)

Ути величины для бесконечных цилиндров, совершающих колебания 
вида б,==5,- cos icp, найдем из решений задач излучения и дифракции звука, 
приведенных, например, в [3]. В результате на единицу высоты цилиндра 
получим

„  Л  / / о "  (ка)
/»„=/сор2 „ a j g  при 1- 0,

Н ^(к а )
2 акг=/С0рЯа

W " { k r ) V
, при г> 1,

т=а

где Hi(i)(kr) —функция Ханкеля i-ro порядка, /с=со/с — волновое число.
Для величины РэKBi на единицу высоты цилиндра, которая по опреде­

лению (см. [4]) в рассматриваемых случаях равна
2 л

Fокв 1— .1 cos кра d(p, 
0

где Pv — давление на заторможенной поверхности цилиндра в поле плоской 
звуковой волны, приходящей с направления Ф=0, получим Follbi=P0SnoBkAil 
где

1 8 .
кла~ 2 ^ а к С 0 е

>—Ло

_ .  я г

*„i =  4 r  4 r e - jV T , i Ф  02л a kCi

и ъ  — коэффициенты амплитуд и фазовые углы для излучения и рас­
сеяния звука цилиндром, приведенные в [3].

При малых значениях ка (ka<i+0,5)

С о ^
4 ( к а \ 2

п к а '  :

‘ 9лт \kal  ’  Т'

2»
i=£0.

Соответственно

F о =  Рд2пае
.Г /'КД2 _ _Jtl

Fi =  Р02пакае 2 2 ,

р „  олт (ка?  Д ( т ) 5г ^F з =  Р ^ п а  —2^ -  е £

Зависимости |&д || и arg k ai от ка до значений ка= 3 представлены на 
фиг. 4.
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Фиг. 4. Коэффициенты дифракции: 1 — |&д0|, 2 — | /сд11, 2 — 
| /сдз | , 4 -  arg /ед0, о -  arg /сд1, 6 -  (к а -л /4)

Фиг. 5 Фиг. 6
Фиг. 5. Характеристики направленности приемника первого порядка при ка=7,0:

1 — полный электрод, 2 — электрод 120°
Фиг. 6. Амплитудные и разностные фазовые частотные характеристики приемников 

нулевого и первого порядков: 1 — |^о|, 2 — | *yi | » 3 — <?= (arg "fi—arg "f0), град

При больших значениях ка (для £=0 и 1 практически уже при ка>2) 
для рассматриваемых форм колебаний цилиндров kai становятся равными

я
1 ’

к
- I  “ V —— , arg kRic x k a -пка

Расчет приемника первого порядка и сопоставление амплитудных и 
фазовых частотных характеристик чувствительности приемников первого 
и нулевого порядков, необходимое для их совместного использования, мо­
гут быть произведены с помощью эквивалентной электромеханической 
схемы фиг. 3 с учетом полученных нами значений эквивалентных пара­
метров. Скорости колебаний 3i=—ja)Si представляют собой «токи» в меха­
нических контурах этой схемы.

В качестве примера на фиг. 5 приведены характеристики направлен­
ности приемника первого порядка, образованного при встречном включе­
нии половин кольца из пьезокерамики ЦТСНВ-1, у которого 2а/Д=20, для 
значения ка=7,0 при полном электроде и при электроде, сокращенном до 
размера Дф=120°. Приближенно с учетом вклада первой и третьей форм 
колебаний колец они определяются соотношением

в котором
й(ф ) аг

X i COS ф + Х 3 COS Зф 
X i + Х з

Ui /SjUj _  jrn 2nakKi
Уо wtv* “  (ОС^ ZMi+ Z ^ 9
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где U r -  н апряж ен ие н а  выходе приемника, вызываемое колебаниями «
i-м контуре с амплитудой S u Z H f — механическое сопротивление i-ro кон­
тура с учетом реакции электрической стороны: Z M ,= /  (l/coC,—о )^ ,)+ г ь
C i- C fK i+ C iW /C l*) .

Следует отметить, что сделанное нами предполож ение об электромеха­
нической однородности цилиндра, в силу которого при встречном включении 
половин электродов щ,= 0, на практике вы полняется неточно. Поэтому мо­
гут иметь место искаж ения характеристик направленности за  счет вклада 
нулевой формы колебаний, тем более сущ ественны е, чем ниж е частота.

На фиг. 6 представлены  амплитудны е и  разностная ф азовая частотные 
характеристики приемников нулевого и первого порядков, образованных 
из того ж е  кольца. К ак  видим, они имеют слож ны й характер, что необхо­
димо учиты вать при совместном использовании этих приемников.

Т ак , например, д л я  того чтобы с помощью рассматриваемых приемни­
ков нулевого и первого порядков сформировать в диапазоне частот кардио- 
идную характеристику направленности вида Л (ф ) =  (1 + co s ср)/2, необхо­
димо в этом диапазоне частот во внеш них электрических цепях уравнять 
н ап ряж ен и я с вы хода приемников обоих типов но амплитуде п ф азе, что 
мож ет представлять собой задачу, не менее слож ную , чем получение в 
том ж е диапазоне неискаж енной характеристики направленности прием- 
пика первого порядка вида 7?(cp)=cos(p.
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