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ПРОХОЖДЕНИЕ ЗВУКОВЫХ ВОЛИ ЧЕРЕЗ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫЙ НЕОДНОРОДНЫЙ

ПЛОСКИЙ СЛОЙ

Рассматривается прохождение .звука через слоисто-неоднородный 
анизотропный слой. Предложен метод сведения краевой задачи для урав­
нений движения неоднородного упругого слоя к задаче с начальными 
условиями. Представлепы результаты расчетов коэффициента прозрач­
ности трансверсально-изотропных слоев с переменной плотностью.

Исследованию отражения и прохождения звуковых волн через плоский 
неоднородный упругий слой посвящен ряд работ (см., например, [ 1 , 2 ]). 
При этом упругий слой полагался изотропным. Прохождение звука через 
анизотропный слой изучалось в работах [3, 4]. Однако в них рассматри­
вался случай однородного упругого слоя. В данной работе решается за­
дача о прохождении плоской монохроматической звуковой волны через 
трансверсально-изотропный неоднородный слой.

Рассмотрим трансверсально-изотропный неоднородный плоский слой 
конечной толщины, модули упругости и плотность материала которого 
описываются непрерывными дифференцируемыми функциями координа­
ты х3. При этом система координат выбрана таким образом, что ось х х 
направлена вдоль верхней поверхности слоя, а ось х3 — но пормали к по­
верхности внутрь слоя. Будем считать, что верхняя и нижняя поверхно­
сти слоя граничат с идеальными однородными жидкостями, которые имс- 
*0т плотности рь р2 и скорости звука Ci, с2 соответственно.

Пусть из жидкого полупространства £3< 0  на упругий слой толщины h 
падает плоская звуковая волна, потенциал скорости которой равеп

(временную зависимость ехр (—шЬ) в дальнейшем опускаем). Здесь /сц= 
*=&, sin 0i, /c13= /c 1 cos 0i — проекции волнового вектора к, на соответствую­
щие оси координат, кх=ц>/с{ — волновое число в верхнем полупростран­
стве, о) — круговая частота, 0i — угол падения.

Определим отраженную от слоя и прошедшую через него волны, а так­
же найдем поле смещений внутри слоя.

Для получения уравнений распространения упругих волн в неоднород­
ном анизотропном слое воспользуемся общими уравнениями движения

£де р=р(#з) — плотность материала, и, — составляющая вектора смещения 
по оси Xj, Ojk — компоненты тензора напряжений, которые в общем слу­
чае анизотропии связаны с компонентами тензора деформаций eim сле­
дующим образом:

Здесь /kjllim= h;kim(xs) — модули упругости анизотропного материала, е<„,= 
=  ( 1/2) {duJdxcVduJdXn). В дальнейшем будем пользоваться двухиндек- 
сным обозначением модулей упругости вида где к , 1=1, 2, 6 .

В рассматриваемом случае составляющие вектора смещений не зави­
сят от координаты х2. Полагая в качестве плоскостей изотропии слоя

i|'p=exp [i(knx {-\-ki3x3—(iH] ( 1 )

упругой среды [5]
pii^dOjJdXb, ( 2)

( 3 )
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плоскости, нормальные к оси хл, получаем, что и2=0. Так как неоднород­
ность материала слоя проявляется лишь по оси х3, то зависимость соста­
вляющих вектора смещения от координаты х и согласно закону Снеллйуса, 
имеет вид exp {ikux {). Поэтому компоненты Ui и и3 будем искать в виде

М # ,, )=Ui(x3) exp ( i k n X i ) ,

u3(x,, x3)=U 3(x3) exp (iknXi). (4)
Подставляя выражения (3) в уравнения (2) с учетом (4), получим сле­
дующую систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 
второго порядка относительно неизвестных функций £А и U3:

AV"+BV'+CV=0 , (5)
где

_ /  ^1 \  .   /  Я44 0 \ _/  Я.44 (Л.13 +  Л/4*) \  -
'  О U '  “ \ tiudu+ X n) Язз' * '

/ р©2—Ац2Яц 1Л11Я44 \
'  iAnXis' p(02-/cH2W  ’

штрихи обозначают производные по хг.
Отраженная и прошедшая звуковые волны являются решениями урав­

нений Гельмгольца. Потенциалы скоростей этих волн будем искать в виде

\\)r=Ai  exp [i{knxx—*is#s)], +*=Л2 exp [/(*21̂ 1+ ^ 23̂ 3)] , (6)
где *21, *23 — проекции волнового вектора к2 на оси я, и х3, *212+*2з2= * 22, 
* 2= со /с2 — волновое число в нижнем полупространстве. При этом, соглас­
но закону Снеллиуса, *2i=*n.

Коэффициенты А { и А г подлежат определению из граничных условий, 
которые заключаются в равенстве нормальных скоростей частиц упругой 
среды и жидкости на обеих поверхностях слоя, отсутствии на этих поверх­
ностях касательных напряжений, равенстве на них нормального напря­
жения и акустического давления: при я3= 0  — ш и3=ипи при x3=h 

/йШз=Уп2,
On— О, O13 О,

где
Озз----- P i ,  0 33— р  2,

Л
Vni =  —  (^Р+^г), Ох з

/7, =  t(0pi (ф р + ф г)
д

и Уп2 =  -—  г|)3,
ОХз

р2= ш р 2я|), — нормальные компоненты скоростей частиц жидкости и аку­
стические давления в верхнем и нижнем полупространствах соответст­
венно.

Подставим выражения (1), (3), (4) и (6) в условия (7). В результате 
получим выражения для коэффициентов A t и Аг:

A i= l  + ~ U 3(0), A 2= - - ^ - e x p ( - i k 23h)U3(h) (8)
к  is &23

и четыре условия для нахождения частного решения системы (5):
[tfU’+FU] »_0=D,  (9)
[G U '+//U ]„^=0, (10)

где

Е 13̂-33 '1, ч
— *11*1зЯ13 -со р Д

D =
0 > 0 гкп '

G = (°
/*2зЯзз

), я = (
/Cji/C23̂ 13 со2р2'

'  1 0 г  \ 0 ik и ;

2/ci3wp
0
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Заметим, что коэффициенты А х и А г могут быть вычислены лишь после 
определения значений функции U3.

Краевую задачу (5), (9), (10) сведем к задачам с начальными усло­
виями. Однородность уравнений (5) и граничных условий (10) значи­
тельно облегчает эту процедуру. Найдем все линейно независимые реше­
ния дифференциальных уравнений (5), удовлетворяющие условию (10). 
Поскольку в данном случае выполняется условие единственности реше­
ния задачи Коши для системы (5), то можно показать, что таких реше­
ний будет ровно два. В качестве начальных условий для них могут быть 
выбраны:

где 6ftj —символ Кронекера. Решение задач Коши (5), (11) можно про­
вести одним из численных методов.

Решением системы (5), удовлетворяющим краевому условию (10), бу­
дет являться любая линейная комбинация, составленная из указанных

ные. Подбором этих коэффициентов удовлетворим второму краевому усло­
вию (9). Для этого подставим последнюю сумму в уравнение (9) и ре­
шим полученную систему линейных алгебраических уравнений Cj(EU/+

Определив множители Cj, найдем функции (У, и U3. Теперь по форму­
лам (8) определим коэффициенты отражения А, и прозрачности А 2.

Из полученного решения легко вывести решение задачи о прохожде­
нии звука через изотропный слой. Для этого достаточно положить 
=Я-Ь2ц, Я13=Х, А.3з= ^ + 2 ц, где к и ц — коэффициенты Ламе изотроп­
ной среды.

На основе предложенного метода были проведены расчеты коэффици­
ента прозрачности по мощности Т=\р2!р\А2\г для двух типов трансвер­
сально-изотропных бесконечных пластин, находящихся в воде. При расче­
тах были приняты следующие значения модулей упругости для двух 
выбранных типов анизотропного материала:

ются тем, что максимум фазовой скорости квазипродольных волн в ма­
териале типа I достигается в направлении, параллельном границам слоя, 
т. е. в плоскости изотропии, в материале типа II —в направлении оси 
упругой симметрии х3. При этом максимальные (минимальные) значения 
фазовых скоростей в обоих случаях совпадают, а отношение .
Для оценки влияния анизотропии материала слоя на прохождение звука 
были выполнены расчеты и для изотропного слоя, материал которого 
имеет такую же плотность и занимает промежуточное положение по ско­
рости продольных волн относительно скоростей квазипродольпых волн в 
указанных анизотропных материалах.

Численные исследования проводились как для случая однородных ма­
териалов с плотностью р0=2,7*103 кг/м2, так и для случая пластин пере­
менной плотности р(.£з) = Роя[0,2+ехр(—16а?32) 1 > гДе множитель а выбран 
так, чтобы среднее значение плотности по толщине оставалось равным р0.

На рис. 1—3 представлены зависимости коэффициента прозрачности 
от угла падения звуковой волны при фиксированной частоте k {h = 8,5. 
Пунктирными линиями на графиках обозначены зависимости для одно­
родных слоев, сплошными — для слоев с переменной плотностью. Из гра­
фиков видно, что в рассматриваемых случаях влияние неоднородности 
плотности материала сказывается, во-первых, в смещении положений мак­
симумов коэффициента прозрачности, во-вторых,— в некотором снижении 
как максимумов характеристик, так и их среднего уровня. Последнее осо­
бенно проявляется для изотропного слоя и материала типа I (рис. 1, 2). 
При этом характер смещения максимумов коэффициента прозрачности 
аналогичен для всех трех случаев: первый максимум смещается на 2,5—3°

решений задач Коши, U=C,1Ui+C'2U2, где С\, С\ — произвольные постоян­

4-/''Uj) | Xŷ (\= D относительно неизвестных коэффициентов С, (/=1, 2).

Выбранные материалы при одинаковой и постоянной плотности отлича



Рис. 1 Рис. 2
Рис. 1. Зависимость коэффициента прозрачности изотропного слоя от угла падения
Рис. 2. Зависимость коэффициента прозрачности трансверсально-изотропного слоя

(тип I) Т от угла падения

Рис. 3 Рис. 4
Рис. 3. Зависимость коэффициента прозрачности трансверсально-изотроппого слоя

(тип II) Г от угла падения
Рис. 4. Частотная зависимость коэффициента прозрачности. Однородный слон: 1 , 2 -  
анизотронпыи материал тип I, II; 3 -  изотропный материал. Неоднородный слой: 

4, 5 -  анизотропный материал типа I, II; 6 — изотропный материал

в область меньших углов падения, следующие два — на 2—5° в область 
больших углов падения.

Зависимости коэффициента прозрачности от частоты при нормальном 
падении звуковой волны на неоднородный слой приведены на рис. 4. Там 
же представлены характеристики для случая однородного слоя. Графики 
показывают, что взаимное расположение резонансов для различных типов 
анизотропии в случае переменной плотности остается таким же, что и для 
однородных слоев. И еслп в области низких частот па прохождении звука 
практически не сказываются ни анизотропия, ни неоднородность мате­
риала, то уже на средних частотах (А:,/г=10—20) апизотропия приводит 
к разносу максимумов частотпых характеристик, что определяется разли­
чием скоростей распространения продольных волн в рассматриваемых ма­
териалах, а неоднородность приводит к уменьшению максимальных зна­
чений коэффициента прозрачности почти на 20%. Кроме того, такая не­
однородность приводит к смещению резонансов в область более высоких 
частот и некоторому увеличению их разноса для различных материалов. 
Это смещение, как п смещение максимумов угловых характеристик, при
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выбранном характере неоднородности в основном объясняется изменением 
(в данном случае увеличением) средних значений скоростей распростра­
нения упругих волн.
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S .  Л. S k o b e l ts y n ,  L . A. T o lo h o n n ik o v
TRANSMISSION OF SOUND WAVES THROUGH A TRANSVERSELY 

ISOTROPIC INHOMOGENEOUS PLANE LAYER

A transmission of sound through a stratified inhomogeneous anisotropic plate is 
considered. A method of reduction of a boundary value problem for motion equations 
of an inhomogeneous elastic layer to an initial value problem is suggested. Sound trans­
mission coefficients for transversely isotropic layers with a variable density are calcu­
lated.
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