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Развивается быстрый численный алгоритм повышенной точности 
вычисления собственных значений многослойного поглощающего волно­
вода. Основу алгоритма составляют дискретизация дифференциальной 
спектральной задачи методом конечных разностей, QL -  алгоритм на­
хождения собственных значений неэрмитовой матрицы и повышение 
точности решения с помощью экстраполяции по Ричардсону. Быстро­
действие и точность алгоритма иллюстрируются па тестовых примерах.

Вычисление звуковых полей в многослойных поглощающих волпово- 
дах методом нормальных волн приводит к необходимости нахождения 
собственных значений и собственных функций песамосопряженной (из- 
за наличия поглощения) спектральной задачи [1, 2]
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/= 1 ,2 , . . . ,  лг—1.
Здесь Я  —глубина рассматриваемого волновода DHl k(z) =co/c(z)+ix(z), 
где оз — угловая частота, c(z) и %(z) — скорость звука и коэффициент за­
тухания (поглощения) в волноводе Dn. Краевые условия (2) означают, 
что верхняя граница 2=0 является мягкой, а нижняя z=H  — импеданс- 
пой. Условия (3) имеют смысл условий сопряжения на каждой границе 
2= Я 3, 7=1, 2, . . . ,  т— 1 разрыва параметров k(z) или p(z) волновода DH. 
В случае, когда исходный волновод Da имеет бесконечную глубину Я=оо, 
второе условие в (2) следует заменить условием излучения Зоммерфель- 
да, а отвечающая значению //=<*> задача (1) —(3) относится к классу 
сиигулярпых спектральных задач [3—4].

Для решения спектральной задачи (1) —(3) предложен ряд методов, 
описанных, например, в [5—15]. В большинстве этих работ поглощение 
либо не учитывается [5, 6, 10, 11], либо учитывается в рамках теории ма­
лых возмущений [9, 12]. Ряд методов основан на аппроксимации профи­
ля скорости звука c(z) либо функции k(z) достаточно простой функцией, 
обычно сплайном нулевой или первой степени [5, б], что эквивалентно 
разбиению волновода DH на несколько слоев. Численный алгоритм реше­
ния несамосопряжепной задачи (1) —(3), основанный на применении ме­
тода Нумерова, не использующий предположение о малости поглощения, 
был предложен в [7] и далее применен в серии работ авторов [7] (см., 
например, [14, 15]) для вычисления звуковых полей в поглощающих 
волноводах и исследования свойств указанных полей.

В настоящей работе для решения задачи (1) —(3) применяется эко­
номичный высокоточный алгоритм, состоящий из трех этапов: 1) дискре­
тизации задачи (1) — (3) методом конечных разностей; 2) решения полу­
ченной сеточной спектральной задачи с помощью (?£-алгоритма и 3) уточ­
нения сеточных собственных значений и функций путем применения
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экстраполяции по Ричардсону. Используемый алгоритм вычисления соб­
ственных значений задачи (1) —(3) близок к методу, используемому в 
110, И ] для непогл отца тощих однослойных волноводов, но отличается от 
последнего большей универсальностью, поскольку его можно применять 
как для поглощающих, так и непоглощающих однослойных либо много­
слойных волноводов.

Опишем более подробно основные этапы алгоритма, рассматривая для 
простоты случай, когда волновод DH состоит из двух слоев, так что его 
параметры k(z) и p(z) терпят разрыв в одной точке z= //,. Для примене­
ния метода конечных разностей на 1-м этапе введем в иптервалах (0, Н {) 
и (Я,, II) равпомерные разностные сетки

гг
®l={zi=ihi : i= 0 , 1 , ,  Л̂ ,}, hl =  ~ ^ ,

/V1
(о2= { z ,= //l+ (i-iV 1)fe2; i=N,+1,

К  =  , N = N t+Nt.
Nz

Положим (o= o),Uco2t z t- 4  =  (Zi+Zi-i)/2, i = 1, 2, . . . ,  N.
P«= p(z«)> qi=k2(Zi), p<±v,=p(zf±va), 

и рассмотрим сеточную спектральную задачу, имеющую вид

Р< / 1 Vi+i-yj
pi+'h A,

1 V i-V i -1
pi-'/i hi

P i /  1 y i+ i-y i
hz '  Pi+'/j A2 Pi-'h

y j - y <-
hr -  ) + № =

(4)

(5)

при /=/V,+l, . . . ,  Я и совпадающую при с наилучшей разностной 
схемой, приведенной в [16]. Краевые условия (2) при а ^ я /2  аппрокси­
мируем разностными условиями

.Уо=0, 2аЛ2Ул'=0, a= tg  a , (6)
первое из которых аппроксимирует соответствующее условие в (2) точно, 
а второе —с порядком 0{h22). При а = я /2  условие ф (Я )= 0  аппроксими­
руем точно условием //*=0, а в (5) считаем, что 1.

Предположим, что параметры p(z) и k(z) волновода DH кусочно-не­
прерывны па [0, Я ], а в каждом из интервалов [0, Я,] и [Я,, Я] дваж­
ды непрерывно-дифференцируемы. Положим

h2=chu h=l/hih2=llchh c=const.
Тогда в соответствии с [16, с. 185] можно считать, что первые N0<N  
собственных значепий кп и векторов у п=(Ут . . . У tin) сеточной спектраль­
ной задачи (^) — (6) аппроксимируют соответствующие собственные зна­
чения |„ 2 и функции фп дифференциальной спектральной задачи (1) —(3) 
с порядком О (А2), т. е.

1 * п - ? л 2| = 0 ( Л 2) ,  | |У п - ф » 1 |с = 0 ( й 2) ,

h ^ 0 .  (7)
Раиепства (4) —(6) представляют собой обычную алгебраическую 

спектральную задачу, которую после исключения неизвестных у0 и ijs+i 
можно переписать в следующем компактном виде:

Ау=Ху.  (8)
Здесь у =  (j/i, у2, . <7jv) —N — мерный комплексный вектор, А — 
трехдиагопальная несимметричная неэрмитова при x(z)=^0 матрица. Ре­
шение алгебраической спектральной задачи (8) и составляет содержание
2-го этапа разработанного алгоритма.

Для нахождения собственных значений матрицы А нами использо-
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вался ^L -алгоритм со сдвигом. Его описание можно найти в [17], где 
также приведен способ выбора сдвига, гарантирующий квадратичную 
скорость соответствующего итерационного процесса. Но следует отметить, 
что при непосредственном применении (^-алгоритма возникает одна 
тонкость, заключающаяся в том, что порядок следования вычисленных с 
его помощью собственных значений может быть произвольным [17, 
с. 206]. В то же время в акустике океана собственные значения в соот­
ветствии с их физическим смыслом принято нумеровать в порядке убы­
вания их вещественных частей. С учетом этого (^//-алгоритм был модифи­
цирован таким образом, чтобы первое вычисленное собственное значение 
А,, имело максимальную вещественную часть Re А,. Дальнейшее примене­
ние (^L-алгоритма позволяет определить остальные собственные значения 
Ап в порядке уменьшения ReA„, так что выполняется условие

Re Ai^Re А2̂  . . .  ^R e  Ал/,

где M <N — некоторое число. При этом вычисление каждого последующе­
го собственного значения практически с машинной точностью требует не 
более двух-трех итераций. Таким образом, указанная процедура позволя­
ет быстро и точно найти первые М  собственных значений матрицы А,  от­
вечающих основпым энергонесущим модам в волноводе Он-

Определив собственные значения Ап трехдиагональной матрицы А, 
далее нетрудно найти ее собственные векторы уп путем решения соответ­
ствующей системы (8) при А=А„. Однако прямое решение этой системы 
приводит к большим вычислительным погрешностям за счет ошибок ок­
ругления. Ввиду этого для нахождения собственных векторов у„ нами 
использовался специальный алгоритм, разработанный в [18], позволяю­
щий находить решепие системы (8) при А=Аи практически с машинной 
точностью.

Дискретизация дифференциальной спектральной задачи (1) —(3) ме­
тодом конечных разностей и последующее решение полученной сеточной 
спектральной задачи описанным выше методом позволяют пайти первые 
М  собственных значений и функций приближенно с точностью 0{h2). 
В случае, когда требуется найти собственные значения (и функции) с вы­
сокой степепыо точности, имеющей, например, порядок 10“7—10~8, непо­
средственное применение этой процедуры потребует выбора очень мел­
кого шага h исходной сетки со. Это существенно повышает размерность 
матрицы Л, что, с одной стороны, увеличивает затраты машинного вре­
мени, необходимые для решения сеточной задачи (8), а с другой сторо­
ны, ведет к росту роли ошибок округления. Последнее может свести на 
нет увеличение точности решения, достигнутое за счет уменьшения 
шага h.

Более перспективным с точки зрения экономичности и эффективности 
повышения точности является применение экстраполяции по Ричардсо­
ну [19]. Данная процедура, как известно, заключается в построении на 
интервале (0, Н) нескольких сеток w(0, 1= 1, 2, .. ., отвечающих шагам

й.(,)> й )2)>  . . . ,  нахождении решений (Ап<0,Уп°) спектральной задачи
(8) для каждой сетки о)(/) и последующем уточнении найденных собст­
венных значений и функций. В случае четырех сеток уточнение собст­
венных значений производится по формуле

A„=aiA n(1)+a2Ai2) + а 3А7!3)+сс4АГ>.

Здесь постоянные аг, а 3, сс4 выбираются так, чтобы

\K-Zn2\=0(h*), h = h " \  K n < N 0<N. (9)

Аналогичная формула справедлива и для уточнения компонент собствен­
ных векторов при условии, что соответствующий выбор шагов h(l) обес-
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почивает вложенность сеток со(Г):
(0(1)С=С,)(2)с:0)(з) со(4) (10)

Применение экстраполяции по Ричардсону па четырех сетках составляет 
содержапие 3-го этапа описываемого здесь алгоритма.

Описанный выше метод применим и для решения сингулярной зада­
чи (1) —(3), отвечающей волноводу D бесконечной глубины. Известно 
[1, 2], что спектр этой задачи состоит из двух компонент: дискретной, 
содержащей счетное (в общем случае) множество собственных значений 
| п2, и непрерывной, заполняющей сплошь некоторое множество в комп­
лексной плоскости С (на оси К при >с=0). Из собственных значений дис­
кретного спектра особенно важную роль в энергетическом плане играют 
первые М значений | п2, расположенных в порядке убывания Re | п2 и 
у до в л етвор я ю i ци х уел ови ю

lim
0)‘ со2

оо c2(z)
=  — j < R e l „ 2<  max

С  оо 0 = £ z < o o

п = 1, 2, . . .  .

со*
c2(z) ’

(И)

1600

Именно на эти М  значений в акустической литературе часто ссылаются 
как на дискретный спектр волновода D

Для нахождения введенного таким образом дискретного спектра вол­
новода D0о необходимо в соответствии с [3, 4] заменить сингулярную

задачу, отвечающую волноводу Dоо, не­
сингулярной задачей вида (1) —(3) и да­
лее найти первые М собственных значе­
ний для нескольких глубин Я и разных 
типов краевых условий, отвечающих, на­
пример, жесткой либо мягкой стенкам 
z=II. Тогда представление о верных 
цифрах собственных значений дискретно­
го спектра волновода Deo дадут совпадаю­
щие цифры вычисленных указанным об­
разом соответствующих собственных зна­
чений волновода DH. При этом отвечаю­
щее найденным собственным значениям 
|„ 2 поле в виде суммы М нормальных 
волн моделирует ноле дискретного спект­
ра волновода Doo. На остальные собствен­

ные значения волновода Dn можно смотреть как на дискретный аналог 
непрерывного спектра волновода Д», а соответствующие им' моды анало­
гичны виртуальным модам, введенным в [20, 21] для приближенного вы­
числения боковой волны. Ниже будем ссылаться на изложенный метод 
нахождения собственных значений волновода Dm как на метод усечения.

Проиллюстрируем возможности предложенного алгоритма на двух 
тестах. В качестве первого теста рассмотрим трехслойный полубесконеч- 
ный поглощающий волновод D с параметрами, взятыми из [6]:

1

Профиль скорости звука

Я,=300 м, р ,=1 г/см3, //2=2200 м, р2=1 г/см3, 
#з=°о, Рз =  1,6 г/см3, C=c(z), 0<Z<°°,

/•=10 гц.
(12)

Здесь и ниже Я2 (либо Я 3) обозначает глубину второго (либо третьего) 
слоя волновода D. Профиль с (z) скорости звука в (12) изображен на 
рис. 1. Поглощение в волновод Do0 введем с помощью формулы:

со
А; =  —  ( l+ q j ) 7’, /= 1 , 2,3; Tt=0, ь =0, Ь = 1 0 -\

с>
(13)

Для нахождения дискретного спектра волновода D заменим, следуя 
методу усечения, волновод с параметрами (12), (13) соответствую­
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щим волноводом Dh конечной глубины Я = Я 1+ Я 2+ Я 3, и введем на ин­
тервале (О, Я) последовательность четырех сеток о)(,) с параметрами

=3,75 м, h2= 27,5, /г3= 20 м, 

h = i h j h h s, K l)=hU, 1= 1, 2, 3, 4,

которым отвечают постоянные значения Я 1= Я 1/А1=80, iV2=80 и расту­
щее с ростом Hi значение N3=H Jh3.

Вычисленные с порядком О (/г8) собственные значения волновода Dlfy 
умноженные па 103, приведены для двух значений глубины Я3, указан­
ных в строке 1 и двух типов стенки z=H  (жесткой и мягкой) в табл. 1 
для номеров п = 1, 3, 5, 7, 9, 11, 12. Строка 2 ее содержит значения ма­
шинного времени в сек., требуемого для вычисления на ЭВМ ЕС—1061 
первых 15 собственных значений волновода DH для соответствующих 
значений Я 3. В строках 4, 5, . . .  , 10 приведены вещественные Re Я,» и 
мнимые Im Я„ части найденных собственных значений Хп — для глубины 
Я3=300 м (Я=2500 м) в столбцах 1 и 2 и глубины Я 3=390 м (Я =  
=2890 м) в столбцах 3 и 4. При этом верхние значения в каждой строке 
соответствуют волноводу DH с жесткой стенкой z=H, а нижние значе­
ния — волноводу DH с мягкой стенкой z=H.  Сравнение результатов «по 
горизонтали» (либо «вертикали») показывает хорошее совпадение меж­
ду собой собственных значений, отвечающих глубинам Я3=300 м и 390 м 
(либо жесткой и мягкой стенке z=H),  хотя оно и ухудшается с ростом 
п. Если взять Н3= 480 м и сравнить между собой собственные значения, 
отвечающие глубинам Я3=390 и 480 м, то их совпадение оказывается 
еще больше за счет уменьшения ошибки метода усечения. Это видно из 
столбцов 3 и 4 табл. 1, где подчеркнуты совпадающие цифры собствен­
ных зпачеиий для глубин Я 3=390 и 480 м. Отметим также, что поскольку 
в рассматриваемом случае со2/сз2~0,0015421, то из табл. 1 вытекает, что 
условию (11) удовлетворяют лишь первые 11 собственных значений вол­
новода Du.

На основании данного анализа заключаем, что дискретный спектр 
волновода D c<, с параметрами (12), (13) состоит из И  комплексных соб­
ственных значений Яп. Верные цифры их определяются по совпадающим 
цифрам значений, приведенных в каждой строке табл. 1 и помещены в 
столбцах 1 и 4 табл. 2. При п = 1 мы ограничились (в целях экономии 
места) приведением лишь первых 10 верных цифр после запятой у ReX„, 
хотя в действительности их получается больше (до 12—13 цифр). При 
п= И  изложенный способ позволяет определить лишь 6—7 верных цифр. 
Это объясняется тем, что при больших п возрастает (по сравнению с 
ошибкой усечения) роль ошибки дискретизации задачи (1) —(3) [16]. 
Поэтому для увеличения числа верных цифр при /г, близких к 11, необ­
ходимо уменьшить начальные шаги hiy h2 и /г3 в (14), что, естественно, 
повлечет увеличение времени счета на ЭВМ.

Аналогичным образом определяются собственные значения волповода 
Dcз с параметрами (12), при других значениях коэффициента поглощения 
^3, хотя следует отметить, что глубина Я3, па которой наступает стаби­
лизация собственных значений, растет с уменьшением 73. Отвечающие 
значениям 7з= 10"4 и собственные значения (вещественные при
73=0) приведены в столбцах 2, 5 и 3 табл. 2, которая суммирует резуль­
таты вычисления собственных значений волповода Do с параметрами
(12) для различных значений з̂- В частности, она позволяет определить 
с точностью не ниже 10“12 при гс=1 и 10~6—10“7 при п= 11 величины 
комплексных добавок к собственным значениям %п непоглощающего вол­
новода О ., возникающих за счет внесения в дно поглощения с коэффици­
ентом уз=10-2 и 10-4.

В качестве второго теста рассмотрим двухслойный полубескоиечиый 
поглощающий волновод Пекериса с параметрами, взятыми из [13]:

Я,=150 м, ct=1500 м/с, p i= l г/см3, /=300 гц
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Аналогично предыдущему тесту рассмотрим три случая, отвечающие 
значениям ^2, равным 10“2, 10-4 и 0.

Следуя схеме метода усечения, заменим волновод Doc двухслойным 
волноводом Du конечной глубины Н—Нх+Н2 и введем в (0, Н) последо­
вательность сеток о)(0 с параметрами

At= 3  м, fe2==l м, к=У3 м, hil)=k/l , Z=l, 2, 3, 4. (16)

Применение разработанного выше метода для отыскания собственных 
значений волновода DH с жесткой либо мягкой стенкой z=II при значе­
ниях Нг от 25 до 75 м и позволяет построить при каждом у2 две таблицы 
собственных значений, аналогичные таблицам 1 и 2. Анализ этих таб­
лиц показывает, что дискретный спектр волновода с параметрами 
(15) состоит из 18 комплексных (при ^2Х )) собственных значений %п- 
Верные цифры последних для п = 1, 2, 3, 9, 10, 13, 16, 17, 18 приведены 
в табл. 3, структура которой полностью аналогична структуре табл. 2.

Подтверждение правильности приведенных результатов может дать 
сравнение с результатами работы [13], где приведены с десятью знача­
щими цифрами квадратные корни из собственных значений рассматри­
ваемого волновода Dec при *(2=^10~2 для номеров п = 1, 2, 3, 10. Указан­
ное сравнение показывает (см. табл. 4), что для этих значений п все 10

Я 2= ° ° ,  с 2= 1 5 7 0  м / с , р 2= 1 , 7  г / с м 3. ( 1 5 )

Таблица 1

1 из 300 390(480)

2 т 29,6 31,5(33,6)

3 Re XX1000 Im  ХХ1000 Re XX1000 Im  XX1000

4 1 1,759310486475 0,1215 £ - 12 1,759310486475 0,1212 £-12
1,759310486475 0,1209 £ -1 2 1,759310486475 0,1211 £ -1 2

5 3 1,721258514195 0,6202 £ -07 1,721258513399 0,6174 D-07
1,721258512453 0,6138 Z>—07 1,721258513250 0,6166 £ -07

6 5 1,692182103272 0,2759 £ -04 1,692181542245 0,2736 £-04
1,692180851303 0,2706 £ -04 1,692181412016 0,2728 £ -0 4

7 7 1,659242908434 0,1877 £ -03 1,659236276096 0,1848 £ -03
1,659227616905 0,1806 £ -03 1,659234247981 0,1835 £ -03

8 9 1,614102523340 0,4036 £ -0 3 1,614071414723 0,3892 £ -03
1,614025056092 0,3632 £ -03 1,614056309711 0,3779 £ -03

9 И 1,557340965648 0,1134 £ -02 1,557147489823 0,1072 £-02
1,556757898317 0.6685 £-03 4,556951328900 0,7834 £ -03

10 12 1,526729066794 0,4843 £ -02 1,521261805883 0,3797 £ -0 2
1,524061546185 0,1019 £ -02 1,524713773796 0,1508 £ -02

Таблица 2

0,01 0,0001 0 0,01 0,0001

Re(>.) * 1000 Im(X) •1030

i 1,7593104864 1,7593104864 1,7593104864 0,121 £-12 0,121 £ -14
3 1,7212585133 1,7212585162 1,7212585162 0,617 £ -07 0,618 £ -09
5 1,6921814 1,69218320 1,69218320 0,273 £ -0 4 0,274 £ -06
7 1,659235 1,6592480 1,6592480 0,184 £-03 0,185 £ -0 5
9 1,61406 1,614094 1,614094 0,385 £ -03 0,386 £ -05

11 1,5570 1,5572 1,5572 0,10 £ -0 2 0,10 £ -04
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Т а б л и ц а  S

0,01 0.0001 0 0,01 0,0001

Re (А) Im (Л)

1 1,5787235417 1,5787236380 1,5787236380 0,126849219 D -5 0,1276669594 D - 1
2 1,5774836607 1,5774840386 1,5774840387 0,501570724 D -5 0,5047572102 D -7
3 1,5754159223 1,5754167472 1,5754167473 0,110772522 D -4 0,1114604805 D -6
9 1,5455052346 1,5455108946 1,5455108952 0,821877259 D -4 0,8264322916 D- 6

10 1,5375817698 1,5375885829 1,5375885835 0,983912500 D- 4 0,9895460699 D -6
13 1.5087510593 1,5087634512 1,5087634524 0,158868240 D- 3 0,1601587700 D - 5
16 1,4723833150 1,4724190298 1,4724190335 0,2770024 D -3 0,284531 D - 5
17 1,458629501 1,4587032 1,4587032568 0,37067 D - 3 0,3972 D -5
18 1,444079 1.444377 1,4443772 0,582 D - 3 0,95 D -5

Т а б л и ц а  4

Расчет по алгоритму статьи Расчет по методу (13)

Re £ Im | Re £ Imfc

1 1,2564726585687 0,50478304784 D -6 1,256472658 5,0478 D - 1
2 1,2559791641515 0,19967318665 D - 5 1,255979164 1,9967 D -Ъ
3 1,2551557362860 0,44127003173 D -Ъ 1,255155736 4,4127 D -6

10 1,2399926497572 0,39674126304 D -4 1,239992649 3,9674 D -5

цифр, приведенные в [13], совпадают с первыми десятью цифрами квад­
ратных корней собственных значений, вычисленных изложенным выше
способом и размещенных в столбцах 1 и 4 таблицы 3.
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THE FAST ALGORITHM OF EIGENVALUE COMPUTATION 
FOR A MULTILAYERED ABSORBING WAVEGUIDE

The fast numerical algorithm for defining eigenvalues of a multilayered absorbing 
acoustic waveguide is developed. The algorithm is based on discretization of the diffe­
rential spectral problem with the help of the finite difference method, determination 
of algebraic spectral problem eigenvalues by the 0L-algorithm and improvement of 
accuracy of the solution obtained by the standard Richardson extrapolation. Some test 
examples illustrate the rate and the accuracy of the developed algorithm.


