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ВЛИЯНИЕ ПОГЛОЩЕНИЯ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ГАЗА
В ПОЛУОТКРЫТОЙ ТРУБЕ

Предлагается расчет влияния потерь внутри трубы на амплитуду 
резонансных колебаний газа в трубе с открытым концом, генерирую­
щих нестационарную струю.

Известно, что образование нестационарной струи на открытом конце 
трубы при резонансных колебаниях газа обусловливает нелинейный ха­
рактер поведения системы [1]. В [2, 3] рассмотрены колебания газа в 
цилиндрической трубе с открытым концом для случая, когда энергия, 
вводимая поршнем, полностью отводится с помощью нестационарной 
струи.

В данной работе рассчитывается влияние потерь энергии внутри тру­
бы, связанных с вязкостью и теплопроводностью газа, па амплитуду ре­
зонансных колебаний, генерирующих нестационарную струю на откры­
том конце трубы.

Рассмотрим колебания газа в узкой цилиндрической трубе ( R / K 1, где 
R — радиус, I -  длина трубы), возбуждаемые гармонически колеблю­
щимся поршнем с небольшой амплитудой смещения U (Jo/Z<l). Пусть не­
линейность внутри трубы можно считать малой, т. е. U / o K l ,  где о> — 
циклическая частота колебаний, U — амплитуда колебаний скорости, 
вместе с тем <о/?/У<1, где У —амплитуда колебаний осевой скорости на 
открытом конце.

Тогда первое (акустическое) приближение описывается системой

P i= p 0R T l+ R T 0pu

где р — давление; р — плотность; Т — температура; и , v — осевая и ра­
диальная компоненты скорости; р — коэффициент динамической вязко­
сти; X — коэффициент теплопроводности; индексы указывают на соответ­
ствующее приближение. С учетом изотермичности граничные условия на 
стенке имеют вид ы,=0, ^1=0, 7’,= 0  на г=Я. Решение системы (1) вы­
ражается через функции Бесселя от аргумента z=rV(o/v Hi  [4], где v — 
коэффициент кинематической вязкости. Волновое число

ik=dzk. | / о Ы  Г
(Zo)

х + (х —1) / а М Р г )

/ о М Т г ) ■]}*

где /с0= со/'Со, zo==RV.<0/viVi, Pr=v/a, а — коэффициент температуропровод­
ности, х = ср/сц — отношение удельных теплоемкостей, / 0, h  ~  функции 
Бесселя соответствующего порядка, является комплексным и частотно- 
зависимым, т. е. его можно представить в виде

к = ± к 0[ (1+ р '(ю ))+ ф "(ю ) ]. (3)
Согласно [5], действительная часть добавки (to) к волновому числу 

определяет дисперсию, а мнимая $"(© ) — поглощение. В рассматривае­
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мом случае они обусловлены трением о стенку и теплопроводностью в 
пограничном слое, являясь мерой обратного влияния пограничных слоев
на ядро потока. В случае высокочастотных колебаний (ЯУсо/2 v > l) вос­
пользуемся асимптотическими разложениями функции / 0 и / 2 для боль­
ших значений аргумента. Тогда (}'(со), р"(ю) могут быть вычислены с 
любой, наперед заданной, точностью: так, если достаточна точность Я -1,
где Я=ДУй)/2% получим

p ' ( o ) ) = - r ( ® ) = 0 , 5 (  1 +  ̂ М я - 1.
УРг

(4)

Проведем аналогичные разложения выражений для колебаний термо­
динамических величин. Получим

р ,= [ — A exp ( i k x ) - B e x р (—ikx)]  exp (Ш),
кщ  ----- - [A exp (ikx) —В  exp (—ikx) ] [ 1—Т~ъ ехр(— (1+0 r\) ]exp(io>0,

роО)

Vi= (1+0  (о)Я/2р0с02Я) |  (у _  +  1 j  г—

—r~vT ехр(— (1+0 т]) + ^ = = е х р (— (1+0 цУРг)L 1/ Dn J *

РоСр

УРг

[1—r~v’exp(—(1 +г)т1УРг) ]р(1

(5)

Pi =  —  [1 + (х -1 )г -1/,ехр(-(1+г)'П1/Рг)]р1,
Со

где г=г/Я, Т1=Я(1—г), А  и В  — константы, которые предстоит опреде­
лить из граничных условий на концах трубы.

В отличие от точных решений [4] полученные выражения имеют осо­
бенность при г-+0 из-за появления множителя г”'/а. Это обусловлено тем, 
что при г-*-0  имеем Z - + - 0  и использованные асимптотические разложения 
функций / 0 и Л для больших значений аргумента z перестают работать.

Таким образом, выражения (5) справедливы всюду, за исключением 
области размером RH~l вблизи оси канала.

В ядре потока размером 1—4,6 Я~‘ с точностью 1% справедливы со­
отношения (

Pi=[—A exp (ikx)—В  exp (—ikx) ] exp ( m £),
кUl = ----- [a  exp (ikx)  —В  exp (—ikx)  ] exp ( m t ) ,

poCO
(6)

V i =  ( l+ i)  (юД/2р0Со2Я) ( +  l )  rp„ T t = Pi
poCp

Pi El
C o2

Наличие динамического пограничного слоя приводит к появлению 
эффекта вытеснения, который можно учесть, если осреднить осевую ско­
рость по сечению трубы и потребовать, чтобы граничные условия на 
концах выполнялись для этой осреднениой скорости. Для удобства в по­
следующих вычислениях целесообразно колебания давления и скорости 
представить в виде

cos(/cz+a+iS)exp £(о>г+ф),
(7)

sin (kx+a+i$)exp юН-ф+ф — у - ]  ,

где pi=/?i/poC02, Ui=uJco\ ru p — модуль и главное значение аргумента 
безразмерной амплитуды колебаний соответственно; Ць ф — модуль и
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главное значение аргумента функции

Рассмотрим граничные условия. Пусть поршень совершает колеба­
ния x=U cos со £, где 10 — амплитуда смещения, тогда скорость поршня 
un= —(о/0 sin соt. Если (ol0/c0=M=eA, е — малый параметр, то с точностью 
до членов порядка е4 справедливо соотношение со/0 sin co2 при £=0. 
Запишем это условие в виде

й 1(х = 0 )= М ехр|^ j  . (9)

При формулировании граничного условия на открытом конце узких 
труб необходимо учесть малость потерь на акустическое излучение по 
сравнению со струйными потерями (условие со/?/У<1), а также требо­
вание, чтобы давление на открытом конце не содержало постоянной со­
ставляющей [3]. Для акустического приближения будем иметь

pi (x=l) =mVui (х=1) , (10)

где т — коэффициент, учитывающий геометрию открытого конца, V — 
амплитуда колебаний осевой скорости.

Подставим выражения (7) в (9), (10). После несложных преобразо­
ваний получим

г,f_ti sin сс ch р==М cos (ф+ф), r,pt cos a  sh p= —M  sin (ф+ф),

cos [fe0J ( l+ p ')+ a ]  ch (kQl$'—p)=7^r1p12[sin2[/c0̂ (l+p,)+ct]X
Xch2(W P'—p)+cos2 [k0l( i+$')+a]  sh2 (k0l§'—p)] sincp, (11)

sin [k0l ( l+p')+cc] sh {kQl$r—p) = m r1p,2[sin2 [W (l+ P ')+ a ]X  
X ch2 (k0l$r—p)+cos2 [/c0/( l+ ^ ')+ a ]  sh2 [k0l$r—p)] cos ф.

Система (11) полностью определяет четыре неизвестные величины г1? ф, 
а , р. Для определения входящих в систему коэффициентов p-i, ф требу­
ется вычислить функцию Ф. При //> 1 , пусть //> 10 , получим Ф =1— (1—
—i) (1—а )Н - \  где а= 0 ,5 (1+ (х—1)/УРг), что дает

М . - У М  ̂ ) ] + ( ^ ) ' . Sin ф =
1—а

т. е. pt~l, sin ф ~ф ~#“,~ е< 1 . Предположим, что р~е, тогда shp^p,  
ch р —1, а в силу Р '^ Я " 1 ы sli(/Wp'—р) ** W P'—p* c h (W p '-p )^ l .  Получим

a  =  -^- — W (l+ P ') , p=/c0Zp'+wr1p12, (12)
&

при этом безразмерная амплитуда колебаний давления находится из 
формулы

p1r1[cos2W (l+ p /)+ sm 2W (l+ P ') (W P '+ ^ iP ,2)2],/2=M . (13)
Помимо пристеночных потерь в системе существуют и другие виды 

диссипации, поэтому справедливость соотношения (4) далеко неочевид­
на. При конечной амплитуде колебаний весьма важным может стать 
нелинейное поглощение, связанное с генерацией высших гармоник [6]. 
Оцепка его для 1= 4  м и ikf=0,l дает значение ссн^1,25-10"3 м’ 1. Это 
приблизительно в 5 раз меньше величины &0р\ вытекающей из (4). 
В связи с тем, что М  редко превышает ОД (в [3], например, описыва­
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ются эксперименты с 0,0556), то эту оценку следует рассматривать 
как оценку сверху.

Можно показать далее, что при низкочастотных колебаниях поглоще­
ние, происходящее в объеме среды [7], невелико: для трубы с 1=4 м,

резонирующей па частоте 21,4 Гц, а 0— 
^ 1 0 -9 м-1. Следовательно, если в системе 
реализуется ламинарный режим движения, 
то оценка затухания по соотношению 
р*=А0|3', где р' определяется (4), будет 
корректной. Этот вывод не согласуется с 
классической теорией, согласно которой 
р*=0,5/ЬоЯ_1, т. е. примерно в 1,5 раза 
меньше, чем это следует из (4) [8]. Подоб­
ное расхождение можно объяснить тем, что 
классическая теория упускает влияние 
температурного пограничного слоя, кото­
рый образуется, если, например, под­
держивать температуру стенки постоян­
ной. Влияние этого фактора учитывается 
в (4) слагаемым (х=1)/УРг, которое при 
х=1,4, Рг=0,72 равно 0,47. Эксперименты 
подтверждают такое заключение [8].

Вдали от резонанса &0Z(l+p') ->-0, п  . . . ,  
из (13) следует r1= |x1“1ilf, что соответствует линейной теории. На около- 
резонансных частотах, когда k0l( l+ fi')^Jt/2 , поведение решения сущест­
венно зависит от того, образуется на открытом конце струя (т¥= 0) или 
нет (77г=0). Если 777=0, то при fXi—'l получаем

г ^ д г а д ' ) - 1* (14)
Сходный результат описан в [7] для случая возбуждения колебаний 

давлением, приложенным на открытом конце трубы.
При т¥=0 (на открытом конце образуется струя) решение имеет вид

г4=  (2ТТГ1) {[ (k0l$')2+4mM] 'h- k 0lp  }. (15)

Сравнение (14) и (15) показывает, что формирование струи оказывает 
существенное влияние на характер зависимости rl=ri (M, £). Наглядно 
этот вывод демонстрируется на рисунке. Там же нанесено значение амп­
литуды первой гармоники, наблюдавшееся в эксперименте [3] для М=  
=0,056, Z=4,5 м, (}*=6,4 -lO-3 м-1. Значительное расхождение эксперимен­
тального результата с линией 1 (в условиях [3] формула (14) дает аб­
сурдный результат 74=1,92) и совпадение с расчетом по формуле (15) 
говорят о том, что вплоть до точки пересечения кривых ^ = р кр‘ за уста­
новление амплитуды ответственны два механизма — потери за счет обра­
зования струи на открытом конце трубы и пристеночные потери внутри 
трубы. Вместе с тем при р*>(Зкр* следует ожидать режим, когда за ампли­
туду ответственны лишь иристепочные потери, т. е. выполняется (14).
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R .  G. G a l iu l l in 9 А . Z . M u r z a h h a n o v a ,  I .  Р .  R e vv a
THE ABSORPTION EFFECT ON NONLINEAR GAS OSCILLATIONS

IN A HALF—OPENED TUBE

The calculation of influence of losses inside a tube with an open end on an ampli­
tude of gas resonance oscillations, which generate a nonstationary jet flow, is carried out.
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