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ВОЛНЫ В НАСЫЩЕННЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ С ВНУТРЕННИМИ
РЕЛАКСАЦИОННЫМИ ПРОЦЕССАМИ

В рамках релаксационной теории фильтрации рассматриваются вол­
новые процессы в деформируемых пористых средах, насыщенных сжи­
маемым флюидом. Получено и исследовало дисперсионное уравнение. 
Описаны ветви решений, отвечающие продольным и поперечным модам. 
Найдепы предельные скорости распространения поперечных и продоль­
ных возмущений.

Линейные волны в насыщенных деформируемых пористых средах в 
случае, когда сила взаимодействия между скелетом породы и насыщаю­
щим флюидом пропорциональна скорости движения флюида относитель­
но породы, теоретически хорошо изучены [1]. Однако в последнее время 
нее чаще появляются теоретические и экспериментальные работы, ука­
зывающие на необходимость учета внутренних релаксационных процес­
сов при описании взаимодействия между подвижной и неподвижной 
фазами [2, 3]. В связи с этим в настоящей статье исследуются линей­
ные волны в изотропной деформируемой пористой среде, насыщенной 
сжимаемой жидкостью (или газом), с учетом внутренних релаксацион­
ных процессов в системе «пористая среда — жидкость».

Будем следовать обозначениям работы [1]: т — пористость, pt — плот­
ность твердой фазы, щ — средняя скорость частиц твердой фазы, Оц — 
тензор напряжений в твердой фазе, р2 — плотность жидкой фазы, wt — 
средняя скорость частиц жидкой фазы, р — давление в жидкой фазе. Ла­
тинские индексы пробегают значения 1, 2, 3, соответствуя координатам 
некоторой декартовой системы Охххгх3 (по повторяющимся индексам про­
изводится суммирование), t будет обозначать время. Все процессы пред­
полагаются изотермическими.

Для твердой и жидкой фаз имеют место по отдельности уравнения 
неразрывности [1]
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gi — ускорение свободного падения, Я< — сила трения жидкой фазы со ске­
летом породы. Заметим, что величина
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есть работа сил трения между жидкой и твердой фазами в данной точке 
пространства. В случае, когда и и{ малы и при система «пори­
стая среда — жидкость» находится в состоянии покоя относительно систе­
мы отсчета Ох1х2х3у величина Q есть работа сил трения при замкнутом 
термодинамическом цикле. Поэтому, согласно второму закону термодина­
мики, должно выполняться неравенство

Q> О- (5)
Конкретизируем вид силы Я,. При Wi—и{=0  сила Я» должна обращать­

ся в нуль; поэтому естественно предположить, что при малых (w—Ui) сила 
Ri должна выражаться через разность щ) с номощыо некоторого ли­
лейного оператора Я, связанного с частицей пористой среды:

Ri=L(wi—Ui). (6)
Поскольку оператор L  должен быть перестановочен с операцией транс­

ляции по времени, этот оператор может быть только оператором типа 
свертки по времени с некоторым релаксационным ядром. При равномер­
ном поступательном движении твердой и жидкой фаз закон (6 ) вместе с 
уравнением (4) должен приводить к закону фильтрации Дарси. Из этого 
следует, что
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где релаксационное ядро K —K(t)  удовлетворяет равенству
+ 00

J  K(t)dt=  1, (8)
— СО

[х — вязкость, к  — проницаемость. Вообще говоря, интегрирование по вре­
мени в формуле !(7) осуществляется в точке пористой среды, но в линей­
ном приближении, которое только и будет рассматриваться ниже, можно 
считать, что интегрирование осуществляется в фиксированной точке про­
странства.

В интересах дальнейшего исследования удобно ввести вспомогатель­
ные обозначения. Для произвольной функции времени f= f( t)  обозначим 
символом f  ее преобразование Фурье по переменной V.

+  <х>

/ ■ ( « ) =  J

— СО

Для произвольной функции времени и координат /= /(£ , х%) обозначим 
символом f  ее преобразование Фурье по переменным t, х':

} (а, п,) =  J е~тш1х3) / (t, х’ ) dt dx1 dx* dx3.

Рассмотрим теперь более подробно свойства ядра К  (t) . Из принципа 
причинности следует, что K\t)— 0 при £<0. Будем предполагать, что при

85



t X )  K ( t ) —гладкая положительная быстро убывающая функция. Тогда по 
теореме Пэли —Винера К(а>) — голоморфная в области 1шсо<0 функция, 
непрерывная вплоть до действительной прямой [4, 5]. Из (8 ) вытекает, 
что i? (0) = l .

Подставляя формулу (7) в неравенство (5), переходя к фурье-образам 
ядра K=K(t)  и функций /*(£, х*) — (Wi—щ) (t, x j) и используя равенство
/( с о )= /(—со), справедливое для любой действительной функции /= /(£ ), 
нол у чаем из (5)

В силу произвольности f i (со, х:) при со> 0  отсюда следует условие сов­
местности модельного предположения (7) с термодинамикой: Re ^ (c o )^ 0 . 
Положим, что при 1шсо=0 выполняется строгое неравенство

поскольку обращение Re if  в нуль в точке £2 означало бы существование 
бездиссипативного колебательного процесса с частотой Q. Из свойств го­
ломорфных функций и (9) сразу следует, что (9) справедливо во всей 
полуплоскости 1ш со^О.

Что можно сказать о конкретной функциональной форме релаксацион­
ного ядра K=K(t)  кроме изложенных выше общих соображений? Изве­
стно, что в простейшей реологической модели Навье-Стокса (линейно­
вязкая жидкость) на движущуюся поступательно с переменной скоростью 
u=u{t)  сферу со стороны жидкости действует сила Вассе — Буссинеска— 
Осеена [6, 7J:

где ki>0. В случае поступательно движущейся пластинки из этой форму­
лы выпадают два первых члена [8]. Таким образом, для простых тел, 
движущихся в бесконечной вязкой жидкости, релаксационное ядро мож­
но выписать явно. Одпако для реальпых пористых сред со сложной нере­
гулярной геометрией порового пространства строгий математический 
расчет ядра в настоящее время неизвестен даже для модели Навье-Стокса. 
Кроме того, все реальные жидкости на высоких частотах демонстрируют 
отклонения от модели Навье-Стокса (например, вязкоупругость). В пори­
стых средах часто наблюдаются отклонения от простейшей реологии иного 
рода (вязкопластмчность, проскальзывание). Поэтому, по нашему мнению, 
при теоретическом анализе волновых процессов в насыщенных пористых 
средах нецелесообразно налагать какие-либо ограничения на явную ана­
литическую форму ядра помимо уже перечисленных.

Рассмотрим теперь линейные волны в однородной двухфазной среде, 
описываемой уравнениями (1) —(4) и (7). Величины, относящиеся к пе- 
возмущениому состоянию среды, будем помечать индексом «0». Гравита­
цией пренебрегаем. Обозначим возмущения плотности ра'=ра—рао, а= 1 , 2, 
и положим р=Ро+с2р2 у т —гпо+агр2' —flip,'. Здесь с — изотермическая ско­
рость звука в жидкости. Пусть U — вектор малых перемещений твердой 
фазы, U i = d l j d t .  В соответствии с [1] положим

Re if  (со) >0, (9)
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где Ха, а = 1 , 2,— коэффициенты Ламе. Введем также вспомогательные 
обозначения для различных коэффициентов:

1 а2
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С учетом принятых допущений уравнения (1) —(4) принимают вид
д ........................дЧ,

(а 1р / - а 2р2/)+  — ~ ,• =  0, dt dt дх'

о,
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Здесь символ * означает свертку по времени. Выполняя в уравнениях 
(10) —(13) преобразования Фурье по времени и координатам и используя 
сокращенные обозначения

п  =
V Г W
п2 , п+— (п17 п2, ns), 1 — h

«3 1 л .
п1—п*п,

М = 0 ,

получаем матричное уравнение
■“р/Ою» nj)

(V («, ^
Г (со, л>) 
й  (со, rij)

где матрицу М  удобпо выписать, используя блочное представление
а 2 in* О

— icopx гсор2 0

(14)

М = •it^n it,2n Г) гпп* — со2 +  щп2.
0 iyn — i8(oR

in'
ivcoR —vR

m  - f  6 R _

Чтобы найти дисперсионное соотношение, нужно вычислить определи­
тель матрицы М. Последнее можно сделать, выполняя элементарные опе­
рации над строками и столбцами матрицы М, приводящие \М\ к более про­
стому виду. В результате вычислений имеем \М\ =Air)22(o3Pi2̂ >2, где

Pi=Pi (со, п2) = (—(o+i&R) Г ?г2—со2

Р2=Р2 (со, п2) =Ап*+ (—($2B+mCR) п2+(й*—т 3ОК.
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В последнем выражении А , б , С, D — постоянные коэффициенты, .ко­
торые вычисляются по формулам

A = clc^—c2c3l B=Ci+c2y C =v(c1+c4) + 6 (c2+c3), Z)=v+S, 
Ci=rj,+ri2+A 2A r \  с2= Д 3Д Г \ с3='ур,Д г1, с ^ с ^ Д г 1.

Таким образом, дисперсионное уравнение \М\=0 разбивается на три:
о)=0, (15)
Л = о , (16)

Рг=0. (17)
Уравнение (15) отвечает трансляционным степеням свободы системы 

и потому не представляет физического интереса. Уравнение (16) соответ­
ствует поперечным волнам в системе, уравнение (17) — продольным вол­
нам.

Исследуем распространение возмущений, описываемых системой (10) — 
(13), и вычислим максимальную скорость распространения этих возму­
щений. При решении этой задачи будем следовать методу работы [9].

Пусть в момент времени t=Q в начале координат действует некоторый 
источник массы или силы, а при £<0 система находилась в покое. Тогда 
для описания распространении возмущений необходимо ввести в правые 
части уравнений (10) —(13) 6-образные источники, а в правую часть урав­
нения (14) — некоторый постоянный 8-компонентный вектор q. При этом

Р /  («> -г’') 
92 (<".
Г (со, х )
w (со, х:)

einfx М I 1 (M*q) (hi1 dn2 dn3,

где М* — матрица, дополнительная к М. Сосредоточим свое внимание на 
возмущениях в точке пространства х^—Ь^Ь^ где L0> 0. После интегриро­
вания по углам выражение (18) преобразуется к виду

- р /  (со, х0Г
Т>2 К  V )  
г  (<->, V )

_ w (со, x0J) _
тginLt, Nqdn

—сс соЧ \ 2 (со, п2) Р2 (со, п2) ’

где N  — матрица, полиномиально зависящая от а.
Заметим, что, вообще говоря, уравнения (16), (17) имеют шесть реше­

ний па=па(со), причем это множество решений инвариантно относитель­
но преобразования п*-*(—п). Поэтому можно выделить один корень урав­
нения (16) и два корня уравнения (17), удовлетворяющие неравенствам 
Imrca(o))>0, а= 1 , 2, 3. Комплексные величины /га(со) голоморфно зави­
сят от со, когда ев изменяется в полуплоскости Im со<0. При изменении со 
они движутся в верхней полуплоскости комплексной плоскости, но ни­
когда не пересекают действительную ось. Докажем последнее утвержде­
ние.

Согласно (9), 1 г п (-с о + й ^ )= -1 т й )+ б К е ^ > 0 , поэтому уравнение
(16) эквивалентно уравнению

<?=0, (20)

где Q ^ K + m i ^ n 2- ^ 2) (6r\2nz— (v + 6 ) cd2) " 1. С другой стороны, уравнение
(17) эквивалентно уравнению

<?*=0, (21)
где Q2= R - '+ m (C n z-D<i>2) {Anu- B n W + со4)"1.
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Пусть п — произвольное действительное число, отличное от нуля. Тогда 
<?а=(М°>) (а=1, 2) — голоморфные в области 1шсо<0 функции, непре­
рывные вплоть до действительной оси. Легко видеть, что при Im со = 0  спра­
ведливы неравенства Re @i=Re К>0,  Re (?2= R e а при 
Im o)<0 справедливы неравенства Re (v+S)"1 Re(ico)>0, Re Q2-+- 
~^K(0)Re{m)>0.  Поэтому Re(?a(co)>0 при всех со в нижней комплексной 
полуплоскости, и (20), (21) (а следовательно, (16), (17)) не могут иметь 
места. Случай п = 0 может быть разобран аналогично.

Замыкая контур интегрирования в (19) в верхней комплексной полу­
плоскости, получаем по теореме вычетов

y((o)=2ni s„a (ш|
e,nL"Nq

а-- (д*Р*((д, пг)Р2((о, пг)

Применяя теорему Пэли — Винера к этому выражению, видим, что для 
того чтобы возмущения от источника были равны нулю при t< L0u~', где 
v — некоторая положительная величина с размерностью скорости, необ­
ходимо и достаточно выполнение неравенств Im тга (<^)/(—Im со) 
Отсюда вытекает, что величины V a=  ( in f  (Im rca(co)/(lm со)) ) -1 представ­
ляют собой предельные скорости распространения соответствующих мод. 
Заметим, что нижние грапи отношений Im rca(co)/(Im а)) достигаются толь­
ко при |со|->-+°о, Im со<0.

Действительно, если бы отношение Im гса (со)/( —Im со) достигало ми­
нимума в конечной точке, то в этой точке достигала бы минимума гармо­
ническая функция ha{x, y)=\van(L{xJriy)JrVa~xy. Последнего быть не 
может.

Поэтому, полагая в (20), (21) и пользуясь асимптотикой
К((й)=К(0) (ia))“ ,+o(cD_,)i находим У1= ц 2г\  V2i 3=2~‘1гЛ-'!' (В ± (В 2— 
—4А)'!7У\  где 7, — предельная скорость распространения поперечных воз­
мущений, V2 и 7 3 — предельные скорости распространения продольных 
возмущений первого и второго типов соответственно (по поводу опреде­
ления волн первого и второго типов см. [1]).

Рассмотрим теперь решения уравнений (20), (21), считая со действи­
тельным, а п — комплексным числом.

Такие решения соответствуют плоским волнам с затуханием. При этом 
i;=|o)/Rerc| есть скорость соответствующей волны, а°= —Im п sign Re гг — 
ее коэффициент поглощения.

Для поперечных волн на низких частотах имеем из (20):
i> * (f iV (6 + v )) \ a °« 2 -1o)2vri2,/a(v+6),/a6 - \

На высоких частотах для поперечных воли справедлива асимптотика

1 +  _Х_Im ^(со) ), a ° « 2 - 'ib V’ vR e^(co).

Уравнение (21) имеет решения, отвечающие волнам первого и второ­
го типов [1] (со слабым и сильным затуханиями соответственно). Для 
волп первого типа на низких частотах имеем v=\to\'h2ЪА ЪС~Ч\  а°~ 
~ |со|%2-'hC,hA~'h. Для волн второго типа на низких частотах

v ^ C hD 4\  а ^ ^ 2 - хС - ^ { В и - 2- А и - ^ - \ ) .

Для воли первого и второго типов на высоких частотах имеем соответст­
венно: v= V2, а°~2~'А~х [С— (В2—ЬА)ъ {2АО—5C)]Re К и v= V3y а ~  

- 1А~1 [С+ {Вг- \ А ) - ,/г (2AD-В С )  ] Re К.
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Таким образом, внутренние релаксационные процессы в системе «пори­
стая среда — жидкость» слабо сказываются на волновых процессах при 
низких частотах. Они также слабо сказываются на скоростях распростра­
нения волн при высоких частотах. Релаксационные явления оказывают 
сильное влияние па поглощение высокочастотных волн. По результатам 
измерения поглощения можпо в принципе экспериментально определить 
R e^(o)), а затем при посредстве дисперсионных соотношений вычислить 
Im  .£ (о )).
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WAVES IN SATURATED POROUS MEDIA WITH INTERNAL
RELAXATION PROCESSES

Waves in deformable porous media saturated with a compressible fluid are conside­
red in the limits of the relaxation filtration theory. A dispersion equation is obtained 
and investigated. Solutions branches corresponding to longitudinal and transversal mo­
des are described. Low- and high-frequency asymptotes for wave velocities and atte­
nuation coefficients are calculated.


