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ОБ УЧЕТЕ ПОТЕРЬ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

В работе [1] исследовано прохождение звука через трансверсально-изотропную пластину. Рас­
смотрение базируется на универсальных представлениях для коэффициентов отражения и прохож­
дения, полученных в [2 |. Установлено, что учет потерь в среде с помощью задания в комплексной 
форме технических модулей может -  при произвольных коэффициентах потерь -  приводить к фи­
зически недопустимым эффектам, например возрастанию амплитуды колебаний при распростра­
нении волн. Высказано предположение о существовании соотношений, ограничивающих пределы 
изменения коэффицие»ггов потерь технических модулей.

Ниже неравенства такого рода установлены на основе энергетических соображений. Найдена 
форма закона сохранения энергии для прохождения звука через т ран cue реально-изотропную пласти­
ну. Для соответствующих задач рассеяния установлен энергетический принцип единственности [3].

Упругая среда характеризуется положительно определенной квадратичной формой относитель­
но деформаций еу*: W -  Cjkmncjk emnl2 > 0. Форма W задает плотность потенциальной энергии 
деформации среды. Для трансверсально-изотропной пластины тензор Cj^mn упругих постоянных 
представляется матрицей

Индексы 1 и 3 относятся к плотности пластины и к нормальной плоскости соответственно. Тензор 
C j k m n  связывает тензор напряжений оу* и деформаций в законе Гука, так что o/fc = Cjkmnemw 
W(о, е) = ojfrCj/Jl. Среди компонент тензора всею пять независимых. Коэффициенты сар можно
выразить через технические модули £*,, G,, Е3, G,, v, , v3 [4):

C l l  = \ElH\ + vl ) m ] ( \ - v l E l /E,)f с г з  = £ 3(1 -  v3)lm, c „ 4 = G 3 ,

с ,2 = [£•,/(! + ) ml(i/, + v \ E j E ^ \ с. з = Я, v, /т, (2)

\  (С., -  с , ,)  = G, = Е,/2  (1 + V, ). т = 1 -  V ,  -  2 v \ E j E 3.

В [1) отмечается, что эксперименты на тонких стержнях и пластинах позволяют измерить для 
данного материала именно технические модули, в том числе их мнимые части, характеризующие 
потери.

Отвлекаясь сначала от наличия потерь, рассмотрим условия положительности квадратичной 
формы W, задающей плотность потенциальной энергии деформации. Критерий Сильвестра дает 
[5]:

сА4 > 0 , см > 0, с1Х ± с17 > 0, c33(clt + cl2) -  2cJ3 > 0.

Наша цель -  получение неравенств, характеризующих технические модули. Соотношения (3) 
с учетом связей (2) можно рассматривать как нелинейную систему уравнений относительно мо­
дулей. Решая се, найдем

1 + >0, Ь \ > 0 , С, > 0, Еъ > 0 , G3 > 0, (4)
m= 1 -  vx -  2v$EjE\  >  0.

Среди неравенств (4) имеются зависимые. В изотропном случае приходам к известным соотноше­
ниям 161 Е > 0, /г> v>  -1 . Неравенства (4) -  суть условия положительности энергии деформа­
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ции трансверсально-изотропной пластины без потерь. Они приведены здесь для полноты изложе­
ния. Для общей анизотропной среды данный вопрос изучался, например, в [7), где приведена 
также обширная библиография.
' Обратимся к учету потерь и найдем для коэффициентов потерь неравенства типа (4). Будем 
исходить из следующей концепции [6, 8). Учет потерь в среде может быть осуществлен путем 
замены тензора напряжений ojk суммой cr/fr + CT/fc» гДе тензор диссипации пересчитывается че­
рез производную по времени от тензора деформаций (так называемое вязкоупругое тело Фох- 
та): оул = Vjknin^mn' При рассмотрении гармонических процессов, зависимость которых от вре­
мени характеризуется множителем e x p ( - i a > 0 ,  находим оу* +  оу* =  (Cy*mn -  iwijkmn) етп. При этом 
уравнения теории упругости сохраняют свой вид, но компоненты тензора упругих модулей ста­
новятся комплексными. Заметим, что к комплексным модулям можно прийти иначе, привлекая 
вместо закона Гука закон наследственной упругости [8).

Для дальнейшего удобно рассмотреть вопрос о единственности решения задачи рассеяния зву­
ка на трансверсально-изотропной пластине с произвольной компактной неоднородностью. Будем 
считать, что неоднородность не поглотает энергию, как и акустическая среда, потери же в плас­
тине будем учитывать. Краевая задача для модели описана в [1 |. Следует лишь добавить усло­
вие излучения для давления: р(г, 0) = cxp(ikr)/rrp (в) + о(г~1), и условие убывания упругих
полей в пластине на бесконечности. Здесь в -  точка на единичной сфере S, г -  расстояние до ее цент­
ра, ф(в) -  диаграмма рассеяния. Схема вывода теоремы единственности сходна с использован­
ной в [3] для двухкомпонентных моделей. Именно, для акустической среды привлечем вторую 
формулу Грина, взяв в качестве основного состояния поле давлений /?, а в качестве дуального -  
р* (звездочка везде означает комплексное сопряжение). Аналогично для второй компоненты моде­
ли — упругой среды — привлечем формулу Бэтти [9], взяв в качестве основного состояния поля 
напряжений а и деформаций е, а в качестве дуального -  о* и е*. Складывая возникающие тождест­
ва, учитывая граничные условия на поверхностях пластины и условия на бесконечности и отделяя 
мнимую часть, находим

2p0w
f\ t(d )\ 2 dS(e)+  — Im /  2 W(o*, e)dSl = 0 (5)

£1

(p0 -  плотность жидкости, к -  волновое число в ней). Здесь первое слагаемое описывает поток 
рассеянной акустической энергии, а второе -  энергию, поглощенную в упругой пластине за счет 
потерь в ней. При условии

1 т Щ о * , € ) > 0  (6)

из тождества (5) следует, что поля в средне и пластине тождественно равны нулю, т.е. задача рас­
сеяния имеет единственное решение. По терминологии (3), установлен энергетический принцип 
единственности для рассматриваемой модели.

Условие (6) приводит к неравенствам на мнимые части компонент тензора упругих постоян­
ных, аналогичным неравенствам (3):

1шс44 <  0, l m c 1 1 < 0 ,  I m ( C |X ± ct2) <  О, 

Im c 33 I m ( c , , + c l 2 )  -  2  ( I m c l 3 ) 2 > 0 .
(7)

Как отмечалось, наша цель -  получение неравенств, характеризующих технические модули. Ана­
логично (4) находим

£
ImG3 < 0 , ImG.CO, Im — < 0,

(В)т

J ' l  im—  -  2 ( l m ^  ) ’ >0.
m m  m

Таким образом, установлены соотношения, ограничивающие пределы изменения технических мо­
дулей, характеризующих трансверсально-изотропную среду. !>ти соотношения точны в рамках при­
нятой модели поглощения. В частности, в них не содержится предположений относительно малости 
коэффициентов потерь.

В частном случае изотропной среды, неравенства (8) принимают вид
Im/?/(l + v) <  0, 1 т £7(1 + 2v)  <  0. (9)

Их можно переписать также в терминах волновых чисел продольных (к[) и поперечных (k t ) волн:
Imkj7 <1тк}2 <0. (10)

При Imp = 0 находим 1т£* < 0, 1 /2 > р > —1.
Будем считать теперь потери настолько малыми, что в неравенствах (9) можно корректно про­

вести линеаризацию около вещественных значений Е  и v. Обозначим Е  = Rc£ + Пт/?, р = Rcp + /Imp,
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при этом Ilm/T/ReiTI < 1, IlmiVReH < 1- Линеаризованные неравенства (9) примут вид
v ImЕ  1 -  2Rev Im/;

(1 + Re v) ——— < Im v < -
Reft' Reft- ( I D

Важно отмстить, что знак Imy этим неравенством не фиксируется.
Возвратимся к обсуждению анизотропного случая. С помощью неравенств (8) можно прове­

рить, например, что не реализуются среды, в которых Imft', ъ = 0, а 1шу1>э Ф 0.
Пусть теперь в соответствии с рассмотрениями работы (1) 1шу1>3 = 0. Введем обозначения: 

Еа = Еа {\ -  h i?a ), Ga = Gct( 1 -  h c a ) (a = 1,3). Здесь т ^ ,  п с а -  коэффициенты потерь. Неравен­
ства (8) примут вид

Ga  > °- v Ea  > 0 (“  = 1.3), (12)

> 0.1 - „ - 2 , . | | - ^
Е ,  1 + г>Е3 * Е ,

В частности, не реализуются среды, в которых Imp, 3 = 0, Imft", = 0, a ImЕ3Ф 0.
Численные эксперименты, описанные в работе [1 |, показывают, что при равенстве коэффи­

циентов потерь т?£- = г\Е  не возникает парадоксов энергетического характера. Неравенство (12)
в этом случае принимает вид

1 — — 2р\Ёх/Ёг > 0 (13)

и аналогично последнему из неравенств (4).
Таким образом, высказанное в [1] предположение о существовании соотношений, ограничи­

вающих возможность изменения коэффициентов потерь технических модулей трансверсально- 
изотропной среды, находит свое подтверждение в общих неравенствах (8) и их частных случаях 
(9 ) - (1 3).

В заключение заметим, что применение формул Грина для системы пластина-жидкость к полю 
плоских волн падающей, прошедшей и отраженной -  приводит к тождеству

1 ~ ( |/? |2 + I Т \2 ) = 2р0соа
ксо$вп

И
Im /  И'(a*, e)dz. (14)

О
Здесь интегрирование проводится по толщине пластины: z 6 ( 0, Я), 0о -  угол падения плоской 
волны на пластину, R и Т  -  коэффициенты отражения и прохождения. В силу неравенства (6), 
|Я |2 + \Т\2 <  1.

Автор благодарен Е.Л. Шендерову, В.С. Екельчику и А.С. Зильберглсйгу за стимулирующие дис­
куссии.
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