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ПРИМЕНЕНИЕ КВАЗИКЛАССИЧЕСКОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ПОЛЯ НАПРАВЛЕННОГО ИЗЛУЧАТЕЛЯ

В НЕОДНОРОДНЫХ СРЕДАХ

П о л у ч е н о  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е  н е о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я  Г е л ь м г о л ь ц а  с  п е ­
р е м е н н ы м  п о к а з а т е л е м  п р е л о м л е н и я  в  м н о г о м е р н о м  п р о с т р а н с т в е .  И з л у ч а т е л ь  з а м е ­
н е н  э к в и в а л е н т н ы м  т о ч е ч н ы м .  П о л у ч е н ы  в ы р а ж е н и я  д л я  э й к о н а л а  и  а м п л и т у д  п е р е н о ­
с а ,  в ы ч и с л я е м ы х  п о  р е к у р р е н т н о м у  с о о т н о ш е н и ю  ч е р е з  н у л е в у ю  а м п л и т у д у  п е р е н о с а .  
З а д а ч а  в ы ч и с л е н и я  а м п л и т у д ы  п е р е н о с а  с в е д е н а  к  з а д а ч е  р а с с е я н и я  п л о с к о й  в о л н ы  
н а  н е о д н о р о д н о м  в к л ю ч е н и и ,  п р е д с т а в л я ю щ е м  с о б о й  о б л а с т ь  и с х о д н о г о  н с о д н о р о д -  
н о г о  п р о с т р а н с т в а ,  з а н я т у ю  и с т о ч н и к о м .  Н у л е в а я  а м п л и т у д а  п е р е н о с а  т р а к т у е т с я  к а к  
д и а г р а м м н а я  ф у н к ц и я  и з л у ч а т е л я  в  н е о д н о р о д н о м  п р о с т р а н с т в е ,  т а к  к а к  о н а ,  о с т а ­
в а я с ь  п о с т о я н н о й  н а  л у ч е ,  з а в и с и т  т о л ь к о  о т  у г л а  в ы х о д а  л у ч а  и з  и с т о ч н и к а .  П о к а з а н а  
э ф ф е к т и в н о с т ь  п р е д л о ж е н н о г о  м е т о д а  п о  с р а в н е н и ю  с  м е т о д о м  ф у н к ц и й  Г р и н а .  П р и ­
в е д е н ы  п р и м е р ы  е г о  п р и м е н е н и я .

В работе [1] был рассмотрен геометрооптический п одход  к описанию поля направ­
ленного излучателя в плавно-неоднородной среде, искривление звук овы х  лучей в к ото ­
рой сущ ественно проявляется лишь на расстояниях, больш их по сравнению с размерами 
излучателя. Однако, в случае, когда нерегулярностью среды в пределах апертуры ан­
тенны пренебречь нельзя, рассматриваемый в ( 1 ) п одход  неприменим, и приходится 
обращаться к асимптотическим либо численным методам. В настоящей работе для ре­
шения указанной проблемы используется один из таких асимптотических м етодов -  
метод квазиклассического приближения [2 -4 ]  .Ранее в работе [5] указанным методом 
уже была решена задача нахождения функции Грина (функции точечного источника) 
для уравнения Гельмгольца с переменным показателем преломления п ( х ) .

Пусть протяженный источник, характеризующийся парой ( / ,  D ) , где /  — функция 
объемной плотности излучателя, D  = supp/  — носитель функции / ( х ) ,  находится в 
безграничном пространстве с переменным показателем преломления п ( х ) , х =  ( х ] } . . .
. .  . , х п)  (плотность для простоты  выкладок принимается постоянной). В математи­
ческой постановке задача о  поле протяженного излучателя выглядит следующ им о б ­
разом:

[Д  + к2 г?  (х )] и (х ) = - / ( х ) ,  х £ Г ,  ( 1 )

и = 0 (| х | < -п+1>/2 ) , Эы/Э|х| - /7ш = о(|х| (-п  + 1^ 2) ,  (2)

и ( х ) € С ” ; и (х ) >  0 ; и (х )->  1 , |х|^<*=. (3)

Пусть, кром е того , скорость спада функции п ( х )  -  1 на бесконечности для любого 
мультииндекса а  удовлетворяет условию  [3]

£ > " ( « ( х ) ) <  Са (1 + | х | Г ы - 2 , Са = const. (3,a)

Здесь к  -  const — значение вол н ового  числа при |х| -> °° . Условия излучения (2 ) и 
условия стабилизации ( 3 ) ,  (3 ,а ) вводятся  для выделения единственного решения 
поставленной задачи [3, 4 ] .

В операторном обозначении задача (1 ) —(3 ) имеет вид

L (х, - j j k  д/дх) и ( х ) =  - / ( х )  .
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Здесь L — дифференциальный оператор (1 ) —( 3 ) .  Формально для решения задачи (4 ) 
необходимо обратить оператор L . И скомое решение тогда запишется в виде

и(х) = £ _1(-/(х )).
Здесь L " 1 — оператор, обратный к L .  Однако, в общ ем  случае в точной постановке 
задача обращения оператора L при переменном показателе преломления не решается. 
В этом  случае необходимо прибегать к  разработанным к настоящему времени прибли­
женным методам, позволяющ им получить так называемое квази решение. К ним в 
первую очередь следует отнести метод, применяемый для обращения псевдодифферен­
циал ьных операторов [6 и др.] и метод, разработанный В.П. Масловым [7| .

Однако в настоящей работе проблема существенно упрощается тем, что в работе [51 
для задачи ( 1 ) —(3 ) найдена формальная квазиклассическая асимптотика функции 
Грина, удовлетворяющ ая уравнению

LGn ( xо , х ) =  —5 ( х  — Хд) + о ( £ ~ л,~ 1)

и доказана ее асимптотическая сходимость к точной функции Грина G

\ G - G n \ <  k~N( l  + I х | ) 0 - ” )/2 f j  = N - ( l n +  1 7 )/2 . (5)

Выражение для GN при условии отсутствия каустик в точке приема л: имеет вид [5]

С„(х0, х) = 2 -n/V  - ” )/2 K xo)]<"-2>/2*:(n- 3>/2 X 
т(х) N+ 2

X 2  2  exp[/kSm(x0 , x ) - / n ( n + S ) / 4 - / n / 2 ' y m(x<)tx) ]  X
т =1  1 = 0

X Л т ( х ) ! / ( Х о ,Х ) Г 'Л(;7 с )- ''.  (6)

Здесь S m -  эйконал т -го луча, соединяющего точки Хо, х ; фаза 7 т (х о »  *) равна числу 
нулей якобиана Jm с учетом их кратности на интервале (О, / т ) ;  /  -  параметр вдоль 
луча; ю (х )  — число лучей, соединяющих точки Хо и х;

Jm (Х о, х) = [ / ) ( * „ . .  . . . х п) Ю ( в ? , .  . . (в  )  ;

со(0) = sin” - 20 i . . .  sin0„ _ 2 ; п
Вт -  сферические координаты т - го луча на сфере начальных импульсов 2  р 20 =

/=1
= п2 (х о )  ; spim — некоторые функции, удовлетворяющие уравнениям переноса.

В случае наличия в области D  о собы х  каустических точек, либо, когда сама точка х
является особой , необходимо функцию Грина представлять через канонический оп е­
ратор Маслова [5 ] .  Однако в настоящей работе примем, что имеет место обратное.

Используя выражение для квазифункции Грина G N> получим квазирешение задачи
( 1 ) —(3 ) с помощ ью композиции правой части (1 ) / с  функцией GN

UN { \ ) =  J G N (x0 , x ) f ( x 0) d nx 0 . 
D

Л егко доказать, используя оценку ( 5 ) ,  что в случае ограниченной области D,  квази­
решение Мд, также асимптотически сходится к  точному решению и по последователь­
ности к~\ i = 0 , 00. Отметим, однако, что использование ’ ’напрямую”  метода ф унк­
ций Грина (7 ) для нахождения квазирешения является малоэффективным вследствие 
необходимости полного вычисления композиции (7 ) для каждой точки х , а также 
отсутствия наглядности решения. Б удем  поэтом у искать квазирешение задачи (1 ) —(3) 
в неособы х точках х  ё  D  в виде стандартного асимптотического разложения 

т{х) N+2
% ( х ) =  2  2  exp [)kSm (х )  — jn/2ym (x)]i//,m(х)|УОТ( х ) Г й ( /& )~ '.  (8)

т= 1 / = 0

Здесь S mt ут , у Jm — искомые функции. Б удем  искать эти функции для единичного 
луча, приходящ его в точку х ; для остальных лучей выкладки аналогичны. К роме того, 
в разложении ( 6)  ограничимся только нулевым членом по обратным степеням к у т.е.
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примем N  = - 2 .  И звестно [5 ] ,  что в ( 6)  <р0т = 1 . Таким образом , для единичного луча 
имеем (индексопущ ен)

G _ 2 ( Х о  , X) = 2 - " / 2тг<1 - " ) / 2 [ /г (х о )](п - 2 >/2* ( " - з )/2 х

X ех р [/Л 5 (х о , х ) - / я ( и  + 5 ) /4  -}'п/2у(_х0 , х )]  | /(х0 , х)\~'А . (9)

Для дальнейших рассуждений приведем ряд известных фактов (см . например [3 ] ) .  
Так выписанные справа в ( 6) ,  (8) ,  (9 ) функции связаны с лагранжевым м ногообра­
зием, вложенным в фазовое имттульсно-координатное пространство и отвечаю­
щим нулевому уровню гамильтониана, соответствую щ ему оператору ( I ) .  Гамильто­
ниан в нашем случае имеет вид

Я (х , р )=  2  р ]  - и 2 ( х ) .  ( 10 )
1= 1

Нулевому уровню Н (х ,  р )  соответствует система Гамильтона

dx d  р
= 2р ; x|f=0 = x 0, —  = V " ( x ) ;  p |r=0 = p<>.

dt dt
( П )

n
Начальные импульсы подчинены условию Z  p 2i0 = л2 (х 0 ) .  Решение системы (1 1 ) име­
ет вид

р (0  0  = Ро + / V  « 2 (х (в , r ))c /r , х (0 0 = * о  + 2 /p ( e , r ) r f r ,
О о

( 12)

где v  -  оператор градиента.
Выражение для эйконала имеет вид

S(x<) 1 х (0, / ) )  = 2 / л 2 ( х ( 0 , r ) ) d r  = f  n(l)dl.
о  x 0

Интегрирование в последнем случае осущ ествляется вдоль бихарактеристики, соеди­
няющей проекции точек х0 и х (0 , / )  на лагранжево многообразие, либо вдоль луча /, 
соединяющего точки Хо и х соответственно; dl — элемент длины луча.

Сущ ествует по крайней мере две возмож ности вычисления функций, стоящ их в (8) 
с помощ ью композиции ( 7 ) .  Первая заключается в том , что из точки х строится цент­
ральное поле лучей, покрывающ их область D.  В области D  фиксируется некоторая 
точка х° (например, геометрический центр антенны). Эйконал представляется в виде 
S (X o , х ) = S ( х ? , х )  — 5 ( х ° ,  Х о ), где S ( х ° , х<,) следует вычислять на лагранжевом 
многообразии, соответствую щ ем  упом янутом у центральному полю лучей. Фаза 
7 (х о , х ) ,  равная числу нулей якобиана У (х о , х ) с  учетом их кратности, называется 
индексом Морса. В случае гамильтониана вида (10 ) индекс Морса совпадает с индек­
сом  Маслова, который является целочисленным гомотопическим инвариантом по 
m od ( 4 ) ,  и, если Хо лежит в неособой карте ГI , что соответствует принятому допущ е­
нию о б  отсутствии особы х  точек в D,  то 7(*о> х ) не зависит от  х<) Е  Г2 [3 , с. 147). 
Таким образом , правомерно записать 7 (х<), х ) = 7 ( х ° ,  х ) , v x q  Е  D.  Подставляя (9) 
в ( 7 ) ,  с  учетом сказанного, имеем для первого члена асимптотического разложения
(8)  в случае единичного луча

и_2 (х )  = e x p [ jkS(x° , х ) —/тг/2 7 ( х ° , х)]ф0( х ) \J(x° ,  х )  Г '7' :  ̂ (13)

Фо W  = /? /  [«(Х0)]<»- 2>/*/-(хо) |У(х°, х)//(хо , X) I * r /fcS(X° ,Х° ,
°  (14 )

& = ех р (-/тг (я  +6’ ) / 4 ) 2 - " / 2тг(1 - " ^ ( « - з э / г

Известно, что нулевая амплитуда на фазовой траектории сохраняет постоянную ве­
личину [3, 4 ] .  П оэтом у имеем \//0( х )  = con st, V х, лежащих на луче. Или иначе 
d\l/0/dt = 0 на фазовой траектории. Отметим попутно, что в (14 ) под интегралом от t
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зависит отношение якобианов и эйконал. Таким образом , вычисление интеграла (14 ) 
для какого-либо одн ого значения х  дает постоянную нулевую амплитуду ф0 для 
всех  х, лежащих на той же фазовой траектории. Н едостатком описанного подхода 
является сложность вычисления интеграла (14 ) вследствие необходимости нахождения 
функций У (хо , х ) и S (х<), х ) для V х0 G D . Эту трудность удается ослабить с  помощ ью 
второго  подхода, которы й заключается в том , что точка х  устремляется в бесконеч­
ность. В этом  случае происходит следующее.

Рассмотрим луч, выходящ ий из точки х° в нужном направлении. Б удем  рассматри­
вать переменную точку х  на этом  луче и лучевую трубку центрального поля лучей, 
вы ходящ их из точки х, которая "заметает”  область D . Устремим теперь 1x1 -> °°. 
Тогда вне некоторой сферы достаточно больш ого радиуса, включающей в себя D , бла­
годаря условию стабилизации ( 3 ) ,  (3,а) лучи в трубке станут прямыми. К роме того, 
вследствие бесконечной удаленности точки х , лучи внутри трубки вне указанной сферы 
станут параллельными, а фронт волны плоским. Центральное поле лучей становится 
как бы  нецентральным, выпущенным с  поверхности, представляющей собой  участок 
гиперплоскости, вырезанный в ней лучевой трубкой , нормальной к  этой гиперплос­
кости. Поверхность лежит вне указанной сферы. Фиксировать эту начальную поверх­
ность относительно центрального луча вне указанной сферы естественно можно в лю ­
бой точке. В этих условиях эйконал S (х ° ,  Хо) в (1 4 ) перестает зависеть от t , т.е. от 
удаленности х  от  х° по лучу, так как поле лучей, становится нецентральным (лучевая 
трубка стабилизируется), а зависит от взаимного расположения точек х ° , х0 £  D . Та­
ким  образом , в (1 4 ) зависимость от  t  сохраняет только отношение якобианов. При­
равнивая нулю производную (14 ) гю Г, получаем

lim —  | Л х ° , х ) / / ( х 0 , х)| 'А = О, 
at

или
lim | / ( х °  , х ) / / ( х 0 , х ) | = с  = const,

f —юо

х ° , Xq Е D ;  х принадлежит центральному лучу. Учитывая, что точка х0 пробегает все 
х €  D , в том  числе и х ° ,  находим, что с  = 1. Таким образом , при t  величина я к о­
биана / ( х о , х) перестает зависеть от Xq G D . С учетом сказанного имеем из (14)

0 o (e )  = /3 / [n (x o ) ] 'n - 2 ) /2/ ( x o ) e - 'kS(x ° ’x'>>6?nXo, (15 )
D

где S ( х ° ,  Хо) = lim S (х ° ,  Хо) • Таким образом , задача поиска нулевой амплитуды пе-
t - *  °°

реноса упростилась.
Для вычисления интеграла в (15 ) необходимо рассчитать только функцию S ( х ° , Хо) 

в отличие от  интеграла (1 4 ) ,  где необходимо рассчитывать еще и отношение якобианов. 
После вычисления нулевой амплитуды переноса i//o (0 )  остальные амплитуды в (8  ̂
м ож но рассчитывать по рекуррентному соотнош ению [4, 5]

~  * / ( е , 0  =  - 1Д х ° , х ) | * д (  1 ) ,  / > о
dt | У (х ° , х ) |,г

или в интегральной форме

м е .  о  =  ^ ( е .  г>  -  /  1 л е . 0 1 * Д (  ,S | ,A  ) d t ■ ( 16>
г  1/(е. / )  Iп

П
Здесь Д = S  Э2 /Э х ?  — лапласиан; 0  — сферические координаты на сфере начальных

импульсов в точке х ° , соответствующ ие рассматриваемому лучу; Т  — некоторое зна­
чение параметра t на бихарактеристике. Найдем постоянную 0,-(0, Т ) . Это мож но сде­
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лать, рассматривая предельные случаи, когда лучи выпрямляются либо в непосредст­
венной окрестности точки х°, либо при /  -*<». Рассмотрим предельный случай t -+<*>. 
При этом  показатель преломления лг(jc)  —̂ 1 (стабилизируется), пространство R n ста­
новится однородны м, а условия излучения (2 ) мож но переписать в виде [4]

и =  ч > $ ')г (-1~ п'>1г е1кг(\ + 0 ( г -1 ) ) ,  (17 )

0 ' = х /г, Г = I X I.

Если теперь решение, представленное при t  °° в виде типичного для однородного 
случая асимптотического разложения [8 ]

M~ r < ‘ Л ( в' ) / ( / *у) '  (18 )
/=0

подставить в стабилизировавшееся уравнение Гельмгольца (Д  + к2) и  = 0, г -+ оо, то 
мож но получить следующ ую рекурсию [8 ]

, Д* + / ( / + 1 ) + ( 1  - { п  - 2 ) 2)/4
<A+i (В )  = ----------  2 ( i +\ ) ---------------- -------- * ( • ) ’ / > 0 * ° 9)

Здесь Дд — угловая часть лапласиана в л-мерном случае. Таким образом , если известна 
нулевая амплитуда переноса <p0( Q ' ) , которая совпадает с  i/> (0) в условии (1 7 ) ,  то 
рекурсия (19 ) позволяет точно найти последующие амплитуды переноса. Пусть рас­
сматриваемый нами луч, вышедший из точки х° под углом  0 при больш их t  в стаби­
лизировавшейся области переходит в радиальный луч с  углом  9 ' относительно начала 
координат. Сшивая в этой области два асимптотических разложения (8)  и (1 8 ) ,  к о т о ­
рые должны совпадать в силу единственности асимптотических разложений, находим
./(9 ,  0  = У\Гп ~ 1, Ф/(0> 0  = 7 2 Л ( 0 ' ) /Г'э  * ^  0. Здесь г на луче соответствует пара­
метру t  на бихарактеристике; 7 , , у 2 -  константы. Зафиксируем теперь на радиаль­
ном луче точку t = Т у которой  соответствует г = R.  Подставляя в рекурсию (16) 
соотнош ения, ^ -(0 , t)  = 7 2<А, (0 ;)Д '/ » справедливые в стабилизировавшейся области, 
и учитывая рекурсию (19 ) для <ph  находим окончательно, что «//,- в (1 6 ) выражается 
при произвольных t Е [0, 00)  как на регулярных, так и на неоднородных участках 
пространства R n через неопределенный интеграл

М > О  = - Л А 0. 0 1 * Д ( ------------- z r ' ) d t’
1/ ( 0. 0 1 й

/ > 0

с постоянной интегрирования равной нулю, так как значение интеграла (16 ) в нижнем 
пределе интегрирования точно равно постоянной Т )  с обратным знаком. Такой
же результат мож ет быть получен в другом  предельном случае прямолинейных лучей, 
а именно, когда t -> 0. Простейший пример применимости рекурсии (2 0 ) представляет 
собой  случай однородного пространства R n, где (20 ) сводится к (1 9 ).

Таким образом , если известна нулевая амплитуда переноса, то последующие могут 
быть найдены из (2 0 ) . Этим завершается построение решения задачи ( 1 ) —(3 ) в виде 
(8) . Окончательно для произвольной точки х° Е D  введенные в (8) функции равны 
(индекс m  опущ ен) следующим ф ункциям: S (х) = 5 (х ° ,х ) ;

7 (х) = 7 (х°,х); У(х) = У(х°,х),

рассматриваемых на лучах, соединяющих точки х° и х.
Основным в отыскании решения является нахождение нулевой амплитуды переноса 

М 0 ) >  которая, как видно из (1 5 ) , является функцией угловы х координат 0 . Смысл 
Фо легко понять, положив л ( х ) =  1. В этом  случае S ( х ° , х<}) = ( р ( х ° ,  х ) , х0 -  х°), 
фронт волны плоский и функция фо(Ъ)  представляет собой введенную в [8] диаграм­
мную функцию источника ( / ,  D)  в однородном  пространстве Rn , а решение (8 )  пере­
ходит в соответствующ ий ряд по степеням (кг)~х , полученный в [8 | для однородного 
случая. Здесь р(х°, х) — единичный вектор , имеющий направление, совпадающее с 
направлением вектора х-х°.  Влияние искажающего воздействия неоднородной среды
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мож но проследить, переписав (15 ) с  учетом следующего равенства

5(х° ,х0) = 5(х° ,х0) + (v S (x ° ,x ° ) ,  Хо — х°) + F ( x 0 , р (х ° , х)) =
= (р ( х ° ,х ) ,  х 0 - х ° ) + F (x 0 , p ( x ° , x ) ) .

Здесь учтено, что S ( x ° ,  х ° ) = 0 ;  Э5’ ( х ° ,  х ° ) /Э х |- = р , ( х ° ,  х ) ; р (х ° ,  х ) -  вектор в
точке х ° , касательный к  лучу, соединяющему х° и х ; F  (хо ,  р (х ° ,  х ) )  -  функция,

^  Л
равная невязке между эйконалом S (х  , Хо) и набегом фазы в плоской волне с эйко­
налом ( р ( х ° ,  х ) ,  Хо— х ° ) .  С учетом (2 1 ) мож но переписать (1 5 ) в следующем виде

м е )  = 0 / 1  К х 0) ] ("  - 2 )/7 ( x  o)e- ,kF (x- •р<х" ’х)) I
D I

- j k  ( Р ( х ° , х ) , х 0 —х°) ,п
С и Xq . ( 22)

Здесь /3 -  коэффициент перед интегралом в (1 4 ) . Из (22 ) видно, что 0 О(0 )  можно 
вновь трактовать, как диаграммную функцию н екоторого искаженного неоднород­
ностью источника с объемной плотностью, равной функции в фигурных скобках в ( 2 2 ) .

Остановимся подробнее на вычислении предельной функции S  ( х ° , Х о). При опре­
делении этой функции был допущен произвол в выборе опорного (центрального) луча 
и точки х° на нем. Следовательно, поле предельных лучей, а следовательно и эйконал 
S ( х ° , Xq) ,  будут различными в зависимости от выбора оп орн ого луча. Допустим, что 
зафиксирована функция п ( х )  в области D  и ее ближайшей окрестности (эту со в о ­
купную область обозначим через D x)  и зафиксирован опорный луч в этой области. 
П окаж ем, что при фиксированном угле 0 вы хода луча из точки х° ЕЕ D  на опорном 
луче, величина 0 О(0 )  на луче меняться не будет при изменении показателя прелом­
ления п (х )  в рамках условий ( 3 ) ,  (За) в области R n \ D x , а будет меняться лишь 
траектория оп орн ого луча вне области D x . Рассмотрим точку х , лежащую на опорном 
луче в ближайшей окрестности области D , т.е. х Е  D X\ D .  Как видно из (1 4 ) ,  зна­
чение 0 о (0 )  в точке х  зависит от  л(х<,) только для х 0 £  D.  П оскольку 0 О(0 )  должна 
быть постоянной на луче, то при возмущении п (х )  в рамках условий (3 ) , (За) , х ё  D x, 
величина 0 О( 0)  меняться не будет, а изменится лишь траектория опорного луча вне D x. 
Таким образом , можно подобрать такое распределение л (х )  вне области D x> чтобы 
предельное поле лучей, ’ ’заметающих”  D  при | х| -> 00 ( х  лежит на опорном  луче при 
возмущ енном  п ( х ) )  мож но было бы легко описать, и тем  самым, вычислив S (х° , Хо) , 
определить 0 О(0 )  по формуле ( 1 5 ) ,  после чего вернуться к исходном у распределе­
нию л ( х ) ,  х Е  R n\ D x, с опорным лучом , которы й является продолжением зафикси­
рованного оп орн ого луча внутри D x. Величина 0 О ( 0 )  останется неизменной. Очевидно, 
простейшим распределением п ( х )  вне D x является распределение л (х )  = п0 = const 
при условии гладкого продолжения показателя преломления л ( х )  и ее производных 
д о  константы я0> 410 необходимо для избежания отражений и лож ных каустик. Тогда 
задача сводится к следующей. На область D x падает плоская волна с направления, 
обратного направлению вы хода опорного луча в однородное пространство R n\ D x. 
Н еобходимо найти функцию S (х °  , Хо) , т.е. распределение эйконала в области Z ) , , или 
фактически решить задачу рассеяния плоской волны на неоднородной области D x. 
Приведем простейший пример. Пусть область D  является однородной и граничит с  не­
однородной областью R n \D.  В области D  находится источник ( / ,  D) . Тогда для на­
хождения 0 о ( 9 )  необходимо дополнить D  до  R n однородной областью R n\D  с тем
же показателем преломления. В этом  случае фронт волны в D  : S ( х ° , Хо) = const — 
плоский, а 0 о (Q) совпадает со  значением диаграммной функции источника в направ­
лении 0 в однородном  пространстве R n. Возвращаясь к исходном у неоднородному 
пространству, л егко построить решение (8) .  По сути дела, это и было проделано в ра­
боте [1|.  Описанный подход значительно упрощает задачу, так как ее приходится ре­
шать не во всем  пространстве R n, а только в его части D x.

Приведем примеры применения полученных соотношений.
Пример 1. Рассмотрим двумерный случай, п = 2 , показатель преломления есть ф унк­

ция только одной координаты п(х,  у )  = п ( у )  . Источник характеризуется парой ( / ,  D)  .
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Выберем х° G D и найдем квазирешение на луче, выходящем из х ° под углом 7г/2 
к оси х. Очевидно, в силу геометрии, луч будет прямым, параллельным оси у. К  этому 
случаю можно свести расчет поля в сечении х = const в трехмерном нерегулярном 
волноводе, показатель преломления и глубина в котором зависят только от одной 
плоской переменной у  после квази разделения переменных методом горизонтальных 
лучей и вертикальных мод.

Очевидно, что фронт S  (х ° , х0)  = const будет плоским перпендикулярным выбран­
ному лучу, а сам эйконал равен

5 (х °,Х о )=  /  n (y )d y = S (y ° ,y 0) . 
у"

Здесь х° = (лг°, у°)\  хо = (х °, у 0) .
Вычисления дают

Уо
Фо(л12) = 0 / / (xo)exp[-/fc /  n(y)dy]d2x 0 ;

D уо

Т (х ° , х) = 0; J (n l2 , t )  = 2 n ( y ° ) n ( y ) t .

Подставив эти величины, имеем решение в виде (8 ) , где ф, находятся из рекурсии (20).
Пример 2. Рассмотрим случай п = 3. Пусть источник снова характеризуется парой 

(/ , D) , но D представляет собой одномерную область, совпадающую с траекторией 
луча, проходящего от х ° G D к точке х ё  D. Нулевая амплитуда переноса рассчитыва­
ется по формуле

х о
М 0 ) =  / ,г'/Ч хо )/ (хо )ехр[-/& f  n(l)dl]d3x0 .

D  х о

Решение ищется в виде (8) .
В заключение отметим, что полученное представление имеет но крайней мере два 

преимущества по отношению к  методу функций Грина. Во-первых, оно значительно 
эффективнее последнего в вычислительном плане, а во-вторых, имеет прозрачный 
физический смысл. Эффективность вычислений можно показать на примере антенны, 
состоящей из N элементов. Метод функций Грина предполагает построение в  общем 
случае для каждой точки х N  лучей, соединяющих ее с элементами антенны и соот­
ветственно N асимптотических рядов вида (6). В  описанном подходе излучатель заме­
няется эквивалентным точечным и для всех точек фиксированного луча, выходящего 
из этого точечного источника нулевая амплитуда переноса сохраняет постоянное зна­
чение, а необходимо вычислять только якобиан и вторичные амплитуды процесса. 
Особенно эффективным становится подход в случае, когда можно ограничиться только 
нулевой амплитудой переноса, что и происходит в действительности.
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Q U A Z I - C L A S S I C A L  A P P R O A C H  F O R  R E P R E S E N T I N G  T H E  F I E L D  

O F  A  D I R E C T I O N A L  R A D I A T O R  IN  I N H O M O G E N E O U S  M E D IA

A s i m p t o t i c  s o l u t i o n  o f  t h e  in h o m o g e n e o u s  H e lm h o l t z  e q u a t i o n  w i t h  a  v a r ia b le  r e f r a c t i o n  in d e x  in  m u l ­
t id im e n s io n a l  s p a c e  is c o n s id e r e d .  T h e  s o u r c e  is r e p la c e d  b y  an  e q u iv a le n t  p o in t  o n e .  T h e  e x p r e s s io n s  f o r  

t h e  e ik o n a l  a n d  a m p l i t u d e  o f  t r a n s fe r  w h i c h  a r c  c a lc u la t e d  b y  m e a n s  o f  th e  z e r o  a m p l i t u d e  o f  t r a n s fe r  is 
r e d u c e d  t o  t h e  p r o b le m  o f  s c a t t e r in g  o f  t h e  p la n e  w a v e  o n  th e  i n h o m o g e n e o u s  o b s t a c l e  w h i c h  is th e  d o m a in  
o f  th e  in it ia l  i n h o m o g e n e o u s  s p a c e  o c c u p i e d  w i t h  t h e  s o u r c e .  T h e  z e r o  a m p li t u d e  o f  t h e  t r a n s fe r  is  c o n s id e r e d  

a s  t h e  s o u r c e  d ia g r a m  t u n c t i o n  in  i n h o m o g e n e o u s  s p a c e  b e c a u s e  it  is e q u a l  t o  t h e  c o n s t a n t  o n  e v e r y  r a y  an d  

t h e r e f o r e  d e p e n d s  o n  th e  s o u r c e .  T h e  e f f e c t iv e n e s s  o f  t h e  p r o p o s e d  m e t h o d  in  c o m p a r is o n  w i t h  th e  G r e e n  
f u n c t i o n  is  s h o w n .  S o n i c  e x a m p le s  o f  a p p ly in g  o f  th is  m e t h o d  a re  p r e s e n t e d .
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