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Изучены особенности распространения продольных и сдвиговых волн в поврежденной среде с мик­
роструктурой. Для описания поведения упругой среды с микронарушениями внутренняя энергия за­
дается в виде потенциала Мясникова-Ляховского. Наличие микроструктуры учитывается с по­
мощью гипотез Леру. Предложенная математическая модель является существенно нелинейной и 
позволяет описать стационарные волны. Определены зависимости между основными параметрами 
волны и поврежденностью материала. Показано, что эти зависимости могут быть положены в ос­
нову разработки акустического метода диагностики поврежденности материалов.

Для многих материалов характерно явление 
разномодульности [1 - 6], заключающееся в том, 
что константы упругости зависят от вида напря­
женного состояния и резко (скачкообразно) из­
меняются от растяжения к сжатию. Разномодуль- 
ность определяется рядом факторов, прежде все­
го наличием в материале микротрещин.

В экспериментах было показано, что для стали 
модули упругости при растяжении меньше, чем 
модули при сжатии на 5%, в бронзе -  на 10%, в чу­
гуне -  на 20% [ 1,6], в зернистом графите -  на 20%
[6]. В бетоне степень разномодульности зависит 
от размеров образца, рода заполнителя, влажнос­
ти и других факторов. В [6] показано, что для 
больших образцов мелкозернистого бетона на 
кварцевом песке Е р = 0.65 х  103 кГ/мм2, Е с = 1.82 х  
х 103 кГ/мм2 (где E PtC-  модули Юнга).

Сущ ествуют различные модели, позволяющие 
описывать свойства поврежденных материалов. 
Хорош о зарекомендовали себя модели Амбарцу- 
мяна-Хачатряна [1 ,2 ], Работнова-Ломакина [3], 
Мясникова-Ляховского [4 - 7] и некоторые дру­
гие.

В .П . Мясниковым и В .А . Ляховским [4 - 7] 
предложено для описания поведения упругой 
среды с микронарушениями внутреннюю энер­
гию р0U  задавать в виде

р ои  =  ^  +  р/ 2 - у / , Д ,  (1)

где /, = е|7, /2 =  , еу1 -  инварианты тензора дефор­
маций (е,7 = l/ 2 (d U i/ d x j  + d U j/ d X j)), v  -  модуль, 
характеризующий степень разрушения материа­
ла. Зависимость этого модуля от длины микро­
трещин проанализирована в [5].

Свойства среды, описываемой потенци­
алом (1), существенно отличаются от свойств

идеально упругой среды. Анализ эксперимен­
тальных данных [8 -1 0 ], проведенный в [6], пока­
зывает, что использование этого потенциала э ф ­
фективно для описания процессов в земных по­
родах.

В работах [7,11 -13] были использованы неко­
торые особенности распространения волн в 
средах, описываемых потенциалом (1). П ри этом  
влияние микроструктуры материала не изуча­
лось. Н а  важность такого изучения, по-видимо- 
му, впервые было обращено внимание в [14].

Для оценки влияния микроструктуры на вол­
новые процессы в поврежденной среде восполь­
зуемся наряду с гипотезами М ясникова-Ляхов­
ского гипотезами Леру о наличии моментных на­
пряжений [15, 16].

Внутреннюю энергию представим в виде раз­
ложения по инвариантам тензора деформаций и 
градиента микродисторсии Г*/т =  - и ,  ы  -  ком­
поненты вектора перемещений), характеризую­
щего микроструктуру материала [15]:

Po^i = Pof/ + 2рЛ/2(Г*/т + v  Г*/тГ /Ъп), (2)

где М и  V -  константы микроструктуры.

Уравнения динамики поврежденной среды с 
моментными напряжениями могут быть получе­
ны, исходя из вариационного принципа Гамильто- 
на-Остроградского [17, 18], из условия экстрему­
ма функционала действия

' = Р гШ р0( т
У» v '

Здесь р0, V 0 -  плотность и объем материала в ис­
ходном состоянии.
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Коллинеарное распространение плоских про­

дольных и сдвиговых волн описывается уравне­
ниями:

2 3
и . „ - с , и хх +  Г

д х

2
Ы.*

K + s x_

+  4<\А/г (1 +  v) и_хххх =  О,

2 , Г Э
(4)

“ .Х^.Х

М х + ^ х _

+  4 c 2xM * s i g n M v хххх =  0 ( Г  =  v / p 0 ) ,

которые являются существенно нелинейными. 
Присутствие в (4) слагаемых ~ д * / д х *  указывает на 
наличие в материале высокочастотной простран­
ственной дисперсии продольных и сдвиговых 
волн.

Если условия таковы, что продольная 
деформация значительно превышает сдвиговую 
(и х >  v  х) ,  то уравнения (4) можно значительно 
упростить, избавившись в них от радикалов. 
Тогда первое уравнение станет линейным, в нем

перед и  „  вместо c f  будет стоять коэффициент 
( с ]  + 2 0 -

Второе уравнение преобразуется к виду:

Кхж -  ( с \  ~  П  v  „  + 4c*lH*sign М v xxxx -

-  I  -  о-
(5)

Предположим, что продольная деформация 
состоит из постоянной составляющей (U 0) и воз­

мущения й ( \ й \  <% |г>0|):

u x = U0+U(x,t).  (6)
Тогда, перейдя в (5) к переменным т\ =

= х  -  J ( c l  -  Г ) г, т =  e0f, получим, что эволю ­
ция волны сдвиговой деформации W  = dv/dr\, бе­
гущей в положительном направлении оси х , опи­
сывается уравнением:

где

W 'X - p W t

2c *a/ ( 1 + v ) Г

Р  £ Г Г  ' 4  4 U 0 J c ^ r '

При отсутствии продольных возмущений U  = 0
(7) сводится к модифицированному уравнению 
Кортевега-де Вриза. Будем искать его решение в

виде стационарной волны £ =  Л -  V x  , V  =  const. 
О  возможности существования нелинейных ста­
ционарных волн сдвига в том или ином классе ма­
териалов можно судить по знакам параметров не­
линейности (q )  и дисперсии (р). П роф иль волны 
рассчитывается по уравнению Дуффинга, первый 
интеграл которого записывается в виде:

2

+  “ \ y 2 + j W * - c  =  0, (8)

где а  =  V /р , b  = —q !p >  с  -  постоянная интегрирова­
ния. Для поврежденной среды параметр нелиней­
ности q  всегда положителен. Особенности ф ор­
мирования стационарных волн зависят от харак­
тера дисперсии, поскольку в зависимости от 
знака параметра р  уравнение Дуффинга имеет ка­
чественно различные решения.

0

Фазовый “ портрет”  уравнения Дуффинга для 
материалов с  отрицательной дисперсией (напри­
мер, металлы и сплавы) содержит два устой­
чивых положения равновесия, в окрестности ко­
торых фазовые траектории имею т ф орму, близ­
кую к эллипсу. В  этом случае уравнение имеет 
три типа решений, одним из которых является 
уединенная стационарная волна -  солитон. Н а  
фазовой плоскости это решение соответствует 
сепаратрисе, проходящей через начало коорди­
нат (с =  0) и отделяет одну область периодических 
решений (с <  0) от другой (с > 0).

Для материалов с  положительной дисперсией 
(например, армированные композиты [19], зерни­
стые композиты [20]), уравнение Дуффинга име­
ет два типа финитных решений -  периодическое 
и уединенное. Периодическое решение выража­
ется через эллиптический синус, а уединенное ре­
шение описывается гиперболическим тангенсом.

Заметим, что параметры стационарных волн 
существенно зависят от величины продольной де­
формации U 0 и коэффициента поврежденности 
материала Г .

Н а  рис. 1 представлены зависимости ампли­
туды, скорости и ширины солитона сдвиговой де­
формации от величины продольной деформации 
при фиксированном Г .

Н а  рис. 2 представлены зависимости ампли­
туды, скорости и ширины солитона от коэффици­
ента поврежденности материала Г  при фиксиро­
ванном значении С/0.

П ри наличии продольных возмущений U  Ф  0 
уравнение (7) является нелинейным параметри­
ческим. О н о  позволяет исследовать эволюцию  
стационарных сдвиговых волн под действием 
продольных возмущений. Для этого удобно вос­
пользоваться методом усреднения по стационар­
ным волнам [21] и перейта к укороченным урав­
нениям для амплитуды и фазы сдвиговой волны.
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Рис. 3. Рис. 4.

Предположим, что в образце материала реа­
лизуется начальное одноосное деформированное 
состояние Е2 2  = е  Ф  0, а остальные компоненты 
тензора деформаций равны нулю. Рассмотрим 
продольную волну, распространяющуюся вдоль 
оси х  : « , = и  Ф 0 , « 2  = « з =  0- Уравнение динамики 
в этом случае имеет вид:

м./»- с ?и. «  + г
З и , и . „  +  е и „

л/е 2 + М
2

/ 2 ,  2 » 3/2
(е +  и х)

(9)

+ Л с ^ М 2sign М и  хххх = О,

Если предположить, что начальная деформа­
ция больше продольной деформации, возникаю­
щей при распространении волны, т.е. и  х / г  < 1, то 
в уравнении (9) можно избавиться от радикалов, 
раскладывая знаменатели в ряду Тейлора.

Ограничиваясь при этом учетом лишь квадра­
тичной нелинейности, преобразуем уравнение (9)

к виду

, 2  З Г« . « -  КС,  - Г ) и „  +  — и , х и . х х  +
(10)

+  4 c2AZ2signAZw Х Х Х Х = 0.

Э т о  уравнение с помощью замены перемен­

ных т) =  х  -  J (с2 -  Г)г, х  =  £ф/, сводится к уравне­
нию Кортевега-де Вриза, описывающему эволю­
цию продольной волны деформации U  = Эы/дг).

Будем искать его решение в виде стационарной 
волны \  =Т| -  V x , V = const. Анализ показывает, что 
для сред с отрицательной дисперсией (signAZ =  -1 )  
стационарные волны являются периодическими 
(как при е > 0), так и при е <  0). Для сред с положи­
тельной дисперсией (signAZ = 1) стационарная вол­
на является уединенной -  солитоном.

Н а  рис. 3 представлены зависимости ампли­
туды, скорости и ширины солитона продольной 
деформации от начальной деформации при фик­
сированном значении Г.

Н а  рис. 4 представлены зависимости ампли­
туды, скорости и ширины солитона от коэффици-
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ента поврежденности материала Г  при фиксиро­
ванном значении е.

В заключение заметим, что выявленные в на­
стоящей работе зависимости можно положить в 
основу разработки акустического метода диагно­
стики поврежденное™ материалов.

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

1. А м б а р ц у м я н  С .А .  Разномодульная теория упругос­
ти. М.: Наука, 1982. 317 с.

2. А м б а р ц у м я н  С  Л . ,  Х а н а т р я н  А Л .  Основные урав­
нения теории для материалов, разносопротивляю- 
щихся растяжению и сжатию // Изв. А Н  С ССР . 
МТТ. 1966. № 2. С . 18 - 24.

3. Л о м а к и н  Е .В . ,  Р а б о т н о е  Ю .Н . Соотношения тео­
рии упругости для изотропного разномодульного 
материала // Изв. А Н  С С С Р . МТТ. 1978. № 6.
С. 29 - 34.

4. Л я х о в с к и й  В  .А . ,  М я с н и к о в  В .П .  О  поведении упру­
гой среды с микронарушениями // Изв. А Н  С ССР . 
Физика Земли. 1984. № 10. С . 71 - 75.

5. Л я х о в с к и й  В  А . ,  М я с н и к о в  В .П .  Поведение вязко- 
упругой среды с микронарушениями при растяже­
нии и сдвиге//Изв. А Н  С С С Р . Физика Земли. 1985. 
№ 4. С. 28 - 36.

6. Л я х о в с к и й  В .А . ,  М я с н и к о в  В .П .  Разномодуль- 
ность, анизотропия и отражающие границы // Изв. 
А Н  С С С Р . Физика Земли. 1986. № 11. С . 69 - 73.

7. Л я х о в с к и й  В  А .  Применение разномодульной мо­
дели к анализу напряженно-деформированного со­
стояния горных пород // Изв. А Н  С С С Р . Физика 
Земли. 1990. № 2. С . 89 - 94.

8. Кольская сверхглубокая. Исследования глубинно­
го строения континентальной коры с помощью бу­
рения Кольской сверхглубокой скважины. М.: 
Недра, 1984. 490 с.

9. M o o s D . ,  Zob a k  M .D .  In-situ studies of velocity in frac­
tured cristalline rocks I  I  J. Geophys. Reg. 1983. V. 88. 
№ B3. P. 2345 - 2358.

10. G reen  A .G . ,  M a i r J A .  Subhorizontal Fractures in a Gra­
nitic Pluton: Their Defection and Implications for

Radio-active Waste Disposal // Geophysics. 1983. V. 48. 
№ 11. P. 1425- 1449.

И . Т о п а л э В .И .  Распространение продольных и попе­
речных волн в разномодульной модели лито­
сферы. -  Деп. в В И Н И Т И  12.07.82, № 3895-82.

12. Т опал э В .И . ,  Т и м о ш ки н а  Е .П .  Применение прост­
ранственно-временного лучевого метода в теории 
распространения сейсмических волн в разно­
модульной среде. -  Деп. в В И Н И Т И  25.08.82, 
№ 5326-82.

13. Н а у м к и н  А .П .  Распространение волн ускорений в 
разномодульной упругой среде // Матер, регаон. 
конф. “ Динамические задачи механики сплошной 
среды” . Краснодар: Кубан. гос. ун-т, 1990. Ч. 1. 
С . 118.

14. E ro feyev  V .I .,  P o ta p o v A .I . Nonlinear Mathematical 
Models of Damaged Media With Microstructure. The 
Wave Process Analysis // Macro- and Micromechanical 
Aspcsts of Fracture / Proc. EUROM ECH-291. St. Pe­
tersburg, 1992. P. 78.

15. Е р о ф е е в  В .И . ,  П о т а п о в  А .И .  Нелинейные про­
дольные волны в упругах средах с моментными на­
пряжениями // Акуст. журн. 1991. Т. 37. № 3. 
С. 477 - 483.

16. Е р о ф е е в  В .И .  Волновые процессы в нелинейно-уп­
ругих средах с микроструктурой // Волновая дина­
мика машин. М.: Наука, 1991. С . 140 - 152.

17. Гел ьф ан д И .М . ,  Ф ом и н  С .В .  Вариационное исчис­
ление. М.: Физматгаз, 1961. 228 с.

18. В есн и ц к и й  А .И . ,  К р ы с о в  С .В . ,  У т к и н  Г .А .  Поста­
новка краевых задач динамики упругах систем, ис­
ходя их вариационного принципа Гамильтона-Ос- 
троградского. Горький: Изд. ГТУ, 1983. 65 с.

19. Т о ш е р , Гузе/1ьсу . Экспериментальное исследова­
ние дисперсии волн в волокнистом композицион­
ном материале // Тр. Америк, об-ва инж.-мех. Сер. 
Е : Прикл. механика. М.: Мир, 1972. № 1. С . 97 -102.

20. Е р о ф е е в  В .И . ,  Р о д ю ш к и н  В .М .  Наблюдение дис­
персии упругих волн в зернистом композите и ма­
тематическая модель для ее описания // Акуст. 
журн. 1992. Т. 38. № 6. С . 1116-1117.

21. Р а б и н о в и ч  М .И .  О  методе усреднения по стацио­
нарным волнам // Изв. вузов. Радиофизика. 1967. 
Т. 10. № 2. С . 214-223.

P l a n e  S t a t i o n a r y  W a v e s  in  a  D a m a g e d  M e d i u m  w i t h  M i c r o s t r u c t u r e

V .  I .  E ro fe e v

Propagation of longitudinal and shear wave in a damaged medium with microstructure is investigated. In order 
to describe the behavior of an elastic medium with microfractures, the internal energy is specified in the form 
of a Myasnikov-Lyakhovskii potential. The presence of microstructure is taken into account with the aid of the 
Leroux hypotheses. The resulting mathematical model is strongly nonlinear and can describe stationary waves. 
Dependences relating the primary wave parameters to the extent of material fracturing are determined. It is 
shown that these dependences may be used as a basis for developing an acoustic technique to test the fracturing 
of materials.
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