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На основе метода конечных элементов, в котором функции формы для прямоугольного элемента 
удовлетворяют уравнениям движения, исследуются планарные колебания тонких прямоугольных 
пьезоэлектрических пластин. Численно определяются резонансные частоты, собственные формы 
колебаний, распределение суммы главных напряжений и другие характеристики, играющие важную 
роль при расчете и проектировании пьезотрансформаторов и пьезоэлектрических резонаторов.

Рассмотрим планарные колебания в плоскости 
пьезокерамической прямоугольной пластины 
длиной А и шириной В (рис. 1), поляризованной по 
толщине (2А) вдоль оси Z. Возбуждение колеба­
ний осуществляется разностью потенциалов 2V0, 
приложенной к электродам, покрывающим плос­
кие поверхности пластины.

2(1+9)^ 4 + (1 - v )^ 4 + (1 + v + 29) ^ -  + 
dx dy dxdy

+ 2Sf, (1 -  v2) рю2и = 0,

<1+* + а д 2 ^ +(1- ^ +2<1 + * > 5 + (>
+ 2Sf, (1 -V2)p(02v= 0,

где и> v  -  компоненты вектора перемещений 
вдоль оси х  и у  соответственно, v = -  Sf2/Sf, -  ко-
эффициент Пуассона, S„, S12 -  податливости, 
р -  плотность. Величина q = 0, если лицевые по­
верхности электродированы и q = 0.5(1 + \)К 2р1(\ -  
- * ъ .  если лицевые поверхности свободны от

электродов [1]. Решение уравнений (1) может 
быть представлено в виде

и = A^cos (ry) + csin (ry))(cos (gx) + Arsin (gx)), 
v =  62(sin (ry) -c c o s  (ry))(sin (gx) - k c o s  (gx)),

(2)

где c , k -  произвольные постоянные, а константы 
bx, b2 связаны между собой алгебраической систе­
мой уравнений

(2Sf[(l -  v W  -  2(1 + q)g2 -  (1 -  v) г2) b x +
+  ( l+ V  + 2q)rgb2 = 0,

(1 + V + 2q) rgbx + (2Sfi(l -  v2)Pg>2 -  (3)

-  2(1 + q)g2-  (1 - V )  r2 ) b2 = 0.

Из условия разрешимости последней следует 
уравнение, связывающее г, g, со:

(2Sf,(l -  V2)pco2 -  2(1 + q)g2 -  (1 -  V) г2) X 

X (2Sf,(l -  V2)pco2 -  (1 -  V) /  -  2 (1 + q) r2) -  (4)

-  ( 1 + V + 2q) 2r  g  = 0.

Рассмотрим прямоугольный конечный элемент 
размерами а и Ьу имеющий восемь степеней сво­
боды, как указано на рис. 2.

Для построения функций формы, связываю­
щих перемещения во внутренних точках элемен­
та с перемещениями его угловых точек, восполь­
зуемся имеющимся произволом в представлении 
решения (2).
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Рис. 2.

Положим в соотношениях (2) г = 0. В этом слу­
чае уравнение (4) имеет два корня:

8 i = (1 - v ) 2/ ( l  +g),

82 = co.^psf, (1 + v ),
(5)

соответствующих распространению продольных 
и поперечных волн в направлении оси х. При этом 
первому корню соответствует в системе (3) реше­
ние bY * 0, Ь2 = 0, которое имеет следующий вид:

и = A i (cos (g ,*  -  ctg(g,a)sin (g ,x )) +
+  A2sin (g ,x ) /s in (g ia ) ,  (6)

v = 0 .
А значению g2 (b, = 0,b 2* 0) соответствуют реше­
ния

u = 0,
v  = A6( - c o s ( g 2x) + (7)

+ (1 + cos (g2a) ) /  sin (g2a) sin (g2x ) ) .

Аналогичный результат получаем, рассматривая 
систему (3) для g = 0. Приведенные ниже решения 
описывают сдвиговые

и = AS( -c o s  (г,у) +
+ (1 + cos (r,b) / s in  ( rtb) )  sin (r ty) ) ,  (8)

v = 0 , r ,= g 2
и продольные

н = 0,
v  = A3(c o s(r2y) -  ctg(r2b)sin ( r ^ ) ) +

+ A4sin (r2y) / sin (r2b) , ^

гг = 8х
колебания элемента.

Для устранения оставшегося произвола рассмот­
рим случай г = g в уравнении (4). Соответствующие 
решения могут быть представлены в виде [2,3]

и = А2 [с2кг ( cos ( t ty) + c]sin (t,y )  ) x 
x (cos (г,*) +fc,sin(r1.x) ) + c1k 1 (cos (f2y) +

+ c2sin (t2y) ) (cos (t2x) + k2sin (t2x) ] /W * , 

v  = A -,[- c2k2 (sin (txy) - c ,c o s ( / ,y )  ) x (1°^ 
x (sin (г,*) -fc,cos (fj*) ) + с,£, (sin (tjy) -  

- c 2cos{t2y) ) ( sin ( t2x) -  k2cos (t2x) ] /W * ,  

или
и = A1F1(x, у), 

v = A 1F2(x,y), 
где

cf =  -  (1 + cos ( t f i) ) /  sin (tib ), 
kj = -  (1 + cos (f,a )) /s in  (f ,a ) , i =  1, 2,

t\ = 0.5pG)2(l -  v2)(l + q), t\ = po)25f,(l + v),

W* =  clk l + c2k2, 
и = A &F2(x, y), 
v  = A sFl(x,y).

Соотношения (10), (11) описывают изгибные ко­
лебания элемента в плоскости ху.

Поле перемещений в конечном элементе, изо­
браженном на рис. 2, может быть представлено 
следующим образом:

( И )

( 12)
и = U • А, 
v =  V • А,

где U, V -  восьмимерные векторы, компонентами 
которых являются соответствующие сомножите­
ли в выражениях (6) - (10). При этом вектор про­
извольных постоянных А = {А,} ®_, связан с век­

тором узловых перемещений d = {dt} ®_, следу­
ющим соотношением:

A =  W d,

где ненулевые компоненты матрицы W={ Wy}.8 _, 
равны:

w ,, = w„ =w23 = w25 = w32 = w * = wn = 0.5:

W5i = ^53 = = ̂ 73 = W77 = W84 = W88 = -0.25;
W55 = W57 = WM = W№ = Wlx = W75 = W82 = W86 = 0.25. 

Выражения (12) могут быть представлены в форме
и = W d ,  
v =  VWd,
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а матрица жесткости конечного элемента имеет 
вид

а Ь

Г  = j j G TCGdxdy,
0 0

где G -  матрица (3 х 8), связывающая вектор де­
формаций с вектором перемещений: ё = Gd;

6  = C i + b ud3l( l+ v )n V 0/h ;

С= l/sf ,/(l  -  v2) х

1 + 62iq V  + S2iq 0 
V  + b2iq 1 + 82ig 0 

0 0 (1 -  v)/2

(13)

где

ё = (ел, £y, e^) = (d u jd x , duy/dy, d u jd y  + duy/dx),

a  = (o„ oy, a*y),

/i = (1 ,1 ,0).
В соотношениях (13) 5*, -  символ Кронекера, при 
этом в случае электродированных лицевых по­
верхностей / = 1, а в случае отсутствия электродов 
i = 2. Матрица инерции элемента может быть 
представлена выражением

а Ь

Af = jjf/Ndxdy,
0 0

где матрица N = WH,

Я  =

Дальнейший алгоритм построения решения 
совпадает с классической схемой МКЭ [4].

U y , и г , 0 , 0 , U  5 . 0 , и п , U 8

0 , о . V » V4 . 0 , Уб. и г , U -,

Таблица 1. Безразмерных собственных частот

N
А/В

I П Ш IV V VI vn vni IX

1 2.216 2.586 3.105 4.373 5.331 6.515 6.646 8.078 8.213
2 1.275 2.254 2.655 2.883 3.735 4.118 4.419 5.086 5.594

Преимуществом предложенного метода явля­
ется сравнительно быстрая сходимость результа­
тов при расчете собственных частот в зависимос­
ти от разбиения на конечные элементы. В случае 
квадратной пластины (А/В  = 1) первые девять 
собственных частот вычисляются с точностью, 
не превышающей 1.5% для разбиения 5 x 5 .

Отметим, что первая мода А/В = 1 является мо­
дой Ламе, для которой аналитическое выражение
частоты [5] О = n j 2 / 2  = 2.2135. Проведенные 
расчеты подтверждают равенство нулю на этой 
моде суммы главных напряжений всюду на по­
верхности пластины, динамический коэффициент 
связи (см. ниже) при этом не превышает 0.001.

Численный анализ напряженно-деформиро­
ванного состояния пластины показал, что для ряда 
форм характерно наличие как областей сжатия, 
так и областей растяжения. Существование таких 
зон при сплошном электродном покрытии приво­
дит к уменьшению коэффициента электромехани­
ческой связи. Для повышения эффективности ко­
лебаний на этих модах предлагается [6] разделить 
сплошные электроды разрезами на области, объ­
единяющие зоны одноименного знака суммы 
главных напряжений и подвести к  ним электриче­
ское напряжение соответствующей полярности.

При этом динамический коэффициент элект­
ромеханической связи для исследуемой формы 
колебаний может быть найден из соотношений

На основе изложенного алгоритма были про­
ведены расчеты собственных частот и форм ко­
лебаний пьезоэлектрической пластины в случае, 
когда ее лицевые поверхности полностью элект- 
родированы, но допускают пренебрежительно 
малые разрезы. Пластина выполнена из пьезоке­
рамики ПКР-8.

В табл. 1 приведены значения безразмерных 
резонансных частот для пластин с различным со­
отношением сторон. Безразмерная частота £2 свя­
зана с частотой /зависимостью

Q = 2пВ j2 S u p(l + v)/.
На рис. табл. 2 точечным пунктиром изобра­

жена исходная конфигурация пьезопластин, 
сплошной линией -  собственные формы колеба­
ний, симметричных относительно осей х  и у, при 
этом прослежена деформация каждого конечно­
го элемента. Собственные формы табл. 2 соот­
ветствуют частотам, указанным выше.

K2d/ ( l - K 2d) = (Up - U k) / U t ,

Uk = 0.5 Е /  (1 -  V 2 )  J  [е2 + ej + 2vexey +

+ 0.5(1 -  v)ex>] dS,

Up- U k = 0.125 Э ^ ф /  [ а д а - ф ]  x
_2

J  (ex + ey) dS

frp = 2<T3l/ ( l  - v )

где Sx -  область электродного покрытия, с кото­
рой снимается электрический сигнал, Кру Kd -  
планарный и динамический коэффициенты элект­
ромеханической связи, Upy Uк-внутренняя энергия
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Таблица 2. Собственные формы колебаний, симметричных относительно осей координат

А!В = 2

I

II

Ш

IV
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Табл 2. Окончание
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Рис, 3.
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пластины с разомкнутыми и короткозамкнутыми
электродами, Э33, Э 33 -  диэлектрические посто­
янные при постоянных деформации и напряжен­
ности, соответственно.

Для таким образом выбираемого электродно­
го покрытия, были проведены расчеты зависимо­
сти Kd для девяти первых собственных форм при 
изменении L =А/В  от 0.5 до 8 (рис. 3). Из проведен­
ного анализа следует, что наибольшие коэффици­
енты связи достигаются: в случае сплошного эле­
ктродного покрытия для третьей моды -  при L  = 1
(К] = 0.216); для разрезных электродов на пятой
моде -  при L  = 4 £2 = 2.7002 (K2d = 0.255) и на шес­
той моде -  при L  = 5 £2 = 2.6758.

Отметим еще также, что на первой моде коэф­
фициент связи существенно не изменяется при 
L e  [1.5, 8.0], стремясь к коэффициенту связи АТ31 
поперечных колебаний стержня.

На рис. 4 для L  = 4 представлена объемная ди­
аграмма распределения суммы главных напряже­
ний для четверти поверхности пластины. Линии 
уровня указывают величину сх + <5уу отнесенную к 
своему максимальному по абсолютной величине 
значению. Ниже изображена собственная форма 
исследуемой моды. Двойная линия указывает рас­
положение разрезов на электродном покрытии, 
который совпадает с нулевой линией уровня. Не­
значительные вариации при построении таких 
разрезов не приводят к  заметному изменению 
расчетных данных.

Численные расчеты позволяют проследить 
улучшение эффективности возбуждения мод ко­

лебаний в результате выполнения разрезов. Так, 
например, динамический коэффициент электро­
механической связи на второй моде для квадрат­
ной пластинки изменяется от 0.00008 до 0.07; 
в этом случае узловые линии совпадают с диаго­
налями квадрата.

Представленные результаты позволяют сде­
лать вывод о том, что на каждой моде колебаний 
существует оптимальная геометрия, пьезоплас­
тины, т.е. А /В у которая при определенной форме 
разрезов электродированной поверхности позво­
ляет существенно улучшить эффективность воз­
буждения колебаний.
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An Efficient Finite Element Approach to Planar 
Vibrations of Piezoelectric Plates

I. P. Getman and N. V. Kurbatova
The finite element method, in which form functions are for rectangular elements satisfy equations of motion, 
is employed to study planar vibrations of thin, rectangular, piezoelectric plates. Resonance frequencies, natural 
mode shapes, the distribution of the sum of fundamental stresses, and other characteristics important in piezo­
electric transformer and resonator design are calculated.
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