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Рассмотрено влияние магнитной поляризации на явление внутренней конической рефракции упру­
гих волн. Получено выражение для потока энергии с учетом комплексных динамических модулей 
упругости в магнитном поле. Показано, что в кубическом кристалле, намагниченном вдоль оси тре­
тьего порядка, конус рефракции эллиптический, причем эллипсы для волн правой и левой круговых 
поляризаций различны для волн, распространяющихся вдоль этой же оси. Проведен анализ влияния 
симметричных и антисимметричных вкладов в модули на угол раствора конуса рефракции и полу­
оси его основания.

Я влен и е внутренней  кон и ческой  р еф р акц и и  
упругих волн  зак л ю ч ается  в следую щ ем . П усть 
волн овая  н о р м ал ь  совп адает  с продольной  акусти­
ческой  осью  кри стал л а  (волновой  в ек то р  q н а­
правлен  вдоль акусти ческой  оси). Т огда о б р азу ет­
ся конус н ап равлен и й  в е к то р а  п лотн ости  п о то ка  
упругой эн ерги и  Р , каж до е  из к о то р ы х  о твеч ает  
определенном у век то р у  см ещ ения и поперечной 
волны . Т ео р ети ч еско м у  и  эксперим ентальном у 
изучению  это го  явления посвящ ены  р аб о ты  [1 -4 ] .

В  частн о м  случае  для волн  круговой  п о л яр и за ­
ции, расп ростран яю щ и хся  вд о ль  осей  тр еть его  
п орядка  [111] ку б и ч еско го  к р и стал л а , кон и чес­
кая  р е ф р а к ц и я  р ассм о тр ен а  в [3]. В  э т о м  случае 
конус н ап равлен и й  в е к то р а  п о т о к а  эн ерги и  к р у ­
говой . В  к р и стал л ах  б о л ее  ни зкой  сим м етрии  
э т о т  кон ус элли п ти чески й .

В [5] рассм отрен а  во зм о ж н о сть  появлени я вну­
трен н ей  кон и ческой  р еф р ак ц и и  (В К Р ) в куби че­
ском  к р и стал л е , если  волн а  расп ространяется  
вдоль оси  ч етвер то го  п орядка , а м агн и тн ое поле 
п ри лож ен о  перпендикулярно этом у  направлению . 
В н астоящ ей  р а б о те  вы ясн яется  влияние м агни т­
ной поляризаци и  н а  явлен и е В К Р . П одробн о  р ас­
см отрен  случай  куби ческого  к р и стал л а , нам агни­
ченного  вдаль оси сим м етрии  тр еть его  порядка.

М агн и тн ая  п оляри зац и я  к ак о й -л и б о  среды  по­
н и ж ает  е е  си м м етрию  и д ел ает  эту  среду гирот- 
ропной . Ч и сл о  н езави си м ы х к о м п о н ен т  динам и­
ч еского  тен зо р а  м одуля упругости  с,-,, их вид (сим­
м етри чн ы й , анти си м м етри чн ы й ) о т  м агнитной  
индукции В  м о ж н о  о п р ед ел и ть  из соображ ени й  
сим м етрии  к р и стал л и ч еск о й  р еш етк и  и м агн и т­
ного п оля , а т а к ж е  н а  основании м етода  н еравн о­
весной терм оди н ам и ки . С огласн о  последней, 
д о л ж н ы  вы п о л н яться  соотн ош ен и я О н сагера

с0(В )  =  с ^ - В ) ,  (1)

где ин дексы  i , j  п р о б егаю т  зн ачен и я  о т  1 до 6.

В  куби ческом  к р и стал л е , нам агни ченном  
вд о ль  оси  т р е т ь е го  п орядка , тен зо р  ди н ам и ческо­
го  м одуля упругости  (терм и н  динам ический  для 
сокращ ен и я  будем  д ал ее  оп ускать) и м еет  следую ­
щ ие свойства сим м етрии . О н д о л ж ен  б ы т ь  и н ва­
ри ан тен , во -п ервы х , о тн о си тел ьн о  оп ерац и и  L(3) 
и, во -вторы х , оп ерац и и  R L(2\  где  L (3) и L(2) -  п о во ­
р о т ы  соо тветствен н о  во к р у г  оси  т р е т ь е г о  п оряд­
ка  [111] н а  120° и во к р у г  оси  в то р о го  порядка
[112] н а  180°. R  -  о п е р а то р  изм ен ен и я зн ак а  вр е ­
м ени  и м агн и тн ой  индукции В . О п ер ац и я  R L a) сов­
м естно  с  соотн ош ен и ям и  О н сагер а  (1) п о зво л яет  
оп редели ть: 1) х а р а к т е р  зави си м ости  ком п он ен т 
тен зо р а  м одуля упругости  о т  В , а т а к ж е  вы яснить, 
к ак и е  из к о м п о н ен т  си м м етри чн ы , а каки е , появ­
л яю щ и еся  п ри  В  Ф 0 , ан ти си м м етри ч н ы . В ы би р ая  
систем у ко о р д и н ат , ось  х 3 к о т о р о й  н ап равлен а

вд о ль  [111], а ось  х х н ап р авл ен а  вдоль [1 1 2 ], и уч­
т я  и зл о ж ен н о е  в ы ш е , получим , ч то  тен зо р  с1у и м е­
е т  следую щ ую  блоч н ую  структуру:
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Компоненты, входящие в блоки А и D, симмет­
ричны относительно перестановки индексов, они 
являются четными функциями В, отличны от ну­
ля и при В = 0. Однако при В = 0 число независи­
мых компонент в матрицах, входящих в блоки А и 
£>, уменьшается с шести компонент до трех. 
В этом случае компоненты с,у, записанные в 
выбранной системе координат, выражаются че­
рез компоненты тензора модуля упругости Xj в 
кристаллографической системе координат, сле­
дующим образом:

1 (Хи +А,12 + 2Х66),

(Х„ + 5Х,2 -  2^6*),

1
С 1 3 =  о

1
С33 “  о  f ^ l l  +  2  ( ^ 1 2  +  2 ^ 6 б )  1 ’

1
^44 о (^П  ^12 + ^66^ *

В изотропной среде А,66 = (кп -  Х12)/2, сп = с22 =
=  С33 =  ^11 > с 12 =  ^12» С44 -  ^66» с \ 4  =  0 .

Заметим, что при электрической поляризации 
среды вид матриц А и D, а также характер зависи­
мости их компонент от вектора электрической 
индукции такой же, как и в случае магнитной 
поляризации. Однако компоненты матрицы G 
равны нулю.

Компоненты, входящие в матрицу G, обуслов­
лены магнитной гиротропией среды. Они анти­
симметричны относительно перестановки индек­
сов / и у, являются нечетными функциями В и 
равны нулю при В = 0. Эти компоненты обычно 
невелики, однако могут достигать относительно 
больших значений при частотах и напряженнос­
тях поляризующего магнитного поля, когда воз­
никают различные резонансы. В металлах -  это 
доплер-свинутый, а также геликон- и доплерон- 
фононные резонансы в сильном магнитном поле, 
в магнетиках -  магнитоупругие резонансы.

Динамический тензор модуля упругости в об­
щем случае комплексный ci} = c)j + icJJ. В прене­
брежении поглощением он должен быть эрмито­
вым: = с * . В этом случае, который в дальней­
шем и будет рассматриваться, симметричные 
компоненты, входящие в блоки А и D, должны 
быть действительными, а антисимметричные, 
входящие в блок G, -  мнимыми.

Для нахождения упругих мод необходимо ре­
шить совместно систему уравнений теории упру­
гости

Эа,
р“' = 7ц (4)

и материальных уравнений
^ij = CijkfikJ- (5)

В (5) модули упругости ciJkl записаны в четырехин- 
дексной записи. Здесь введены упругие напряже­
ния с# и деформации гк1 = (Эм̂ /Эх, + dujbx^j2; р -  
плотность среды. При распространении плоских 
упругих волн и = û e1* , (р = qx3 -  соt вдоль оси тре­
тьего порядка уравнения (4), (5) с учетом вида 
тензора модулей (2) превращаются в систему 
уравнений для ии и2

Р0)2Ы, = q2c,i4ux- iq 2c,;5u2,

рю2и2 = iq2c,;5ul +  q2c'Mu2 
и уравнение для иг

рсо2и3 = <72СзэИ3. (7)
Уравнение (7) описывает продольную волну. Его 
решение имеет вид

= и°е9', <р( = q'x3 -  cor, 

(<?')2 =  р(02/ с 33.

Уравнения (6) в циркулярных переменных и* = 
= w, ± iu2 имеют решения

где

± /«p
“о е  > *3 -  СОГ,

(<?*)2 =  рш 2/ ( с ; 4 ± /с ; ’5) .

Отношение и2/их оказывается равным

(9)

(Ю)

(И )

Как видно из (9), (11), решением уравнений (6) 
будут две циркулярно поляризованные волны с 
правой (+) и левой (-) круговыми поляризациями; 
их направления вращения противоположны.

Величина , вносящая различие в <?+ и <?", оп­
ределяет собой вращение плоскости поляризации 
упругих волн. Заметим, что хотя тензор с,у ком­
плексный, волновые векторы q± действительны.

Вектор плотности потока упругой энергии оп­
ределяется соотношением

Р; =  -Reo,yReMy. (12)
Вычислим его для случая эллиптически поляри­
зованных волн, распространяющихся в магнитно
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поляризованной среде. В пренебрежении погло­
щением вектор и0 можно записать в комплексном 
виде

и0 = и' + /и". (13)
Согласно (12) с учетом (5) и (13), получим соотно­
шение

р, = щ ,  {c;w [«;«isin2<f>+и; «у cos2<p+

1
+ - ( « ; H i  +  M’H i')sin2(p +

(14)

+ с т uj M̂ cos2(p -  Uj uk sin2(p +

1
+  2  (uj uk ~ uj uk)  s i n 2 ( P  Ь

которое переходит в выражение, приведенное в 
[6], для магнитно негиротропной среды, когда мо­
дуль упругости вещественен (c"jkl = 0).

В рассматриваемом нами случае векторы и' и 
и" волн (+) и (-) поляризаций имеют вид

(М±У -  (и*, 0 ,  0 ) ; ( | /±)" =  ( 0 , т « ±,0 ) .

В соответствии с этим, согласно (14), учтя вид 
тензора модулей упругости (2), получим для век­
тора плотности потока энергии циркулярно поля­
ризованных волн

Р\ = TC0̂ ±cf14sin2cp(w±) 2,

Р* = -С0<г (с\4 ± с2$) cos2cp (м±) 2; 

Рз =  ( с ^ ± с 45) (н ±) 2.

(15)

При изменении ф, например с течением време­
ни /, векторы Р+иР" вращаются с удвоенной час­
тотой в противоположных направлениях вокруг 
оси третьего порядка, описывая конические по­
верхности. Концы этих векторов описывают эл­
липсы в плоскости, перпендикулярной осям кону­
сов. Высоты конусов, согласно (15), (10), опреде­
ляются соотношениями

А*(В) = = со2[р (с^±с;-5) ] ' /2.
(и 1) 2

(16)

а полуоси эллипсов а* и

**( В) =
1

,  ± \ 2 (и  )
—  л*( В),

А1 (В) р\
, ± \ 2 (и )

С44 ±  С45

C?4 + C.2V (B).
С44 ±  С 45

(17)

Отношения |<2±/Л±| и определяют углы рас­
твора конуса v|/12 в плоскостях х,Ох3 и х20х3:

у , = arctg|a±/A±l, \|f2 = arctglAWl. (18)
При отсутствии магнитной поляризации, что рас­
смотрено в [3], имеем, учтя (3),

с 45(0) =  0 , с 25(0) =  0, 

сф*(0) =  ^  (X,,, -  Х12 +  Xgg),

с ’|4(0) =  -^-j= (Х и - Х 12-  2 ^ ) .

Высоты конусов для + и -  волн становятся 
одинаковыми

А±(0) = h = <B2(pci4(0)),/2, (19)

а эллипсы вырождаются в окружности одинако 
вого радиуса

а*(0) = Ь\0) =  г = Ĉ - >-h.
c'U  0)

(20)

Угол раствора конуса принимает известный вид [1]

с'14(0)
у(0) = arctg------  = arctg

c U  0)

А,ц X l2 2 ^  

J l  (X u  -  X n  +
.(2 1 )

Таким образом, для кристаллов кубической сим­
метрии при распространении волн вдоль оси тре­
тьего порядка конусы рефракции для волн “+” и 

круговые и одинаковых размеров.
Если среда изотропна, то Х6в = (кп -  Х12)/2, 

с'14(0) = 0 и явление ВКР отсутствует.
В результате магнитной поляризации кристал­

ла компоненты тензора и с'14 получают чет­
ные по В добавки

С«( В) = Си = с^ ( 0) + Дс^(В),

с'14(В) = с',4 = с'14(0) + Дс']4(В),
и возникают новые компоненты, обусловленные 
гиротропией среды с45 и с^. Мы полагаем

|Д с^ |^ с^ (0 ), | с"51 ^  с^(0).

Высоты конусов ВКР для “+” и волн (16) мож­
но записать в виде

he — h
' Д/z Ah*'
1 + т ± п г (22)

/

1где добавки Ah/И = -Ас'^/с'и(0) одинаковы для
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Схематическое изображение эллиптических конусов 
рефракции волн правой и левой круговой поляриза­
ций в намагниченном кубическом кристалле. Пунк­
тирная линия -  круговой конус рефракции в ненамаг- 
ниченном кристалле.

обеих волн, а величина AИ*/И = }̂ с4Ь/с'и(0) входит
в выражение (22) с разным знаком для обеих 
волн. Различие И* и /г, зависящее от с45, в соот­
ветствии с (10), связано с различными значениями 
фазовых скоростей, а следовательно, и с явлением 
вращения плоскости поляризации упругих волн.

В изотропных средах как Ас^, так и с45 отлич­
ны от нуля. Следовательно, и для них магнитная 
поляризация приведет к изменению величин h1 по 
сравнению с /?. Из-за наличия компоненты с45, 
обусловленной гиротропией, эти изменения для 
И* и hr различны. Поэтому в изотропных средах 
возможно явление вращения плоскости поляри­
зации упругих волн, возникающее в результате их 
магнитной поляризации.

В большинстве случаев, за исключением сред, 
близких к изотропным, |Ac-j41 с'14(0). В этих
случаях полуоси эллипсов а~ и Ь1 равны

х А г ДгП
a = r  I 1 + — Т —  J.

Ь* -  г
А г Arf + Arf^

1 +  —  Т -------------  Lг  г 1

а их отношение (Ыа)* равно

'Ъ
\±

v а ,< У
= 1 Т

A rf

(23)

(24)

Д г _  A c j4 1 Ас 4̂

Т  ■

A rf __ 1 С45 A rf __ С25

г " 2 ^ ( 0 ) ’ г  “  с ’14(0 )*

(2 5 )

На рисунке схематически изображены конусы 
ВКР волн с “+” и поляризацией для распрост­
ранения упругой волны вдоль оси кристалла тре­
тьего порядка в размагниченном (пунктирная ли­
ния) и в намагниченном состояниях. Для опреде­
ленности полагалось с45 > 0, с^ < 0, Ас,]4/с ,14(0) >

> ^Ас'и/с'и(0). Из (22) - (25) следует, что в ре­
зультате магнитной поляризации происходят сле­
дующие изменения формы и размеров конуса ре­
фракции, бывшего круговым без поляризации: 
изменение высоты конуса, различное для волн 
“+” и поляризации; окружности, описывае­
мые концами векторов Р и Р ", деформируются в 
эллипсы, и отличие эллипса от окружности, со­
гласно (24) и (25), возрастает по мере увеличения 
отношения с'25/ с ] 4(0 ); углы раствора конусов из­
меняются в магнитном поле, в соответствии с
(17), (18); с изменением знака В (В — ► -В ) проис­
ходит смена знака угла поворота плоскости поля­
ризации и смена полуосей эллипса.

Если в кристалле с'14(0) = 0, то без магнитного
поля конической рефракции нет, Pf = Р* = 0. 
В поле рефракция может возникнуть как за счет 
того, что Дс'14(В) * 0, так и за счет появления ком­
поненты С25(В). При этом, когда Дс'14 >  с^, конус 
будет близок к круговому, а при Ас\4 с'{5 он 
приближается к плоскому сектору с высотой

с;1
2 —тутт h, ориентированному вдоль оси второго

C44(UJ

порядка [112].
Заметим, что кристаллы, в которых квазиста- 

тическая компонента с']4(0) равна нулю, согласно 
(9), в упругом отношении изотропны. Поэтому в 
результате магнитной поляризации на первый 
взгляд в них не должна возникать добавка Дс'14 и 
компонента cjV Однако в металлах в области час­
тот и напряженностей магнитного поля, при ко­
торых существенна пространственная дисперсия, 
должна проявляться симметрия поверхности 
Ферми электронов проводимости. Поэтому Дс']4 
и С25 в этой области могут оказаться отличными 
от нуля.

Оценка влияния магнитной поляризации на ВКР 
была сделана в [1], основываясь на формуле (21)
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и имея в виду различие модулей Х66 в ну­
левом и сильном магнитных полях. Возможность 
появления антисимметричных компонент с%5 
в [1] не предполагалась. Для монокристалла нике­
ля изменение угла ВКР оценено в 0.5°. В [5] ис­
пользована связь между явлением вращения пло­
скости поляризации и конической рефракции. 
Ожидается, что в кристалле железо-иттриевого 
граната отклонение вектора потока мощности 
составляет около 1°.

Столь небольшие изменения угла ВКР затруд­
нительно измерить непосредственно. В [7] выпол­
нены эксперименты в молибдене в условиях до- 
плер-сдвинутого акустического циклотронного 
резонанса. Обнаружено искривление волнового 
фронта, резонансным образом зависящее от на­
пряженности магнитного поля. Полученные ре­
зультаты интерпретируются в [7] совместным 
действием дифракции и внутренней конической 
рефракции. Эта интерпретация основана на отме­
ченных в [2] особенностях явления ВКР в пучках 
волн: резком увеличении поперечного сечения 
пучка с пройденным расстоянием и перераспреде­
лением энергии колебаний по сечению пучка.
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Internal Conical Refraction of Elastic Waves in Magnetically Polarized Media
К. B. Vlasov and A. B. Rinkevich

The effect of magnetic polarization on the internal conical refraction of elastic waves is studied. An expression 
is obtained for the energy flux with allowance made for the complex dynamic elastic moduli in a magnetic field. 
It is shown that, in a cubic crystal magnetized along the threefold axis, the refraction cone is elliptic, with dif­
ferent ellipses for the right and left circularly polarized waves propagating along this axis. The apex angle of 
the cone of refraction and the semi axes of its base were considered in relation to the symmetric and antisym­
metric contributions to the elastic moduli.
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