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На основе численно-аналитического изучения динамических и статистических свойств расходимо­
сти лучевой трубки в случайно-неоднородной среде исследуется статистика экспериментально на­
блюдаемых параметров волны -  интенсивности и среднего числа лучей. Анализ вероятностных 
свойств и поведения реализаций интенсивности в области каустик и развитой многолучевости пока­
зывает, что бесконечные каустические выбросы интенсивности концентрируются во все более уз­
ких интервалах продольной оси -  происходит уменьшение потока энергии вдоль фиксированного 
луча, компенсирующееся экспоненциально нарастающей многолучевостью.

Р асп ростран ен и е  акусти чески х  волн  в случай ­
ной среде, в  ч астн ости , в о к еан е , соп ровож дается  
хаоти ческой  ф о к у си р о вк о й  лучей , вы зван н ой  н е­
однородностям и с р азм ер ам и  б о л ьш е длины  во л ­
ны . В р езу л ь тате  э т о го  ф о р м и р у ю тся  каусти чес­
кие особенности  в  п о л е  во л н ы , и р асп р о стр ан е­
ние стан ови тся м н о го лу ч евы м  [1]. И сследован ию  
р азли ч н ы х  ф и зи чески х  свойств волн, п р о я в л я ю ­
щ ихся в это м  случае , посвящ ено  о гр о м н о е  к о л и ­
чество  р а б о т  (см ., н ап ри м ер , [1] и би б л и о гр аф и ю  
в ней, а т а к ж е  р аб о ты  [2 - 6]).

В данной р а б о те  числен н о-ан али ти чески м и  
м етодам и и зуч аю тся  в а ж н ы е  п ар ам етр ы  м н ого ­
лучевы х  полей : за к о н  н ар астан и я  среднего  числа 
лучей , п оведен и е реали зац и й  интенсивности  в о л ­
ны  и вер о ятн о стн ы е  свойства интенсивности  в 
о крестн остях  каусти к . Д л я  э т о го  удобно сначала 
и зучи ть ди н ам и чески е и стати сти чески е  свойства 
важ н ого  п ар ам етр а  во л н ы  в случайной среде -  
яко б и ан а  п р ео б р азо ван и я  У эй л ер о вы х  (ф и кси р о ­
ванны х) к о о р д и н ат  гео м етр о ак у сти ч еско го  луча 
в л агр ан ж ев ы  (лучевы е) коорди н аты . Ф изический 
смы сл это й  величи ны  -  расходим ость лучевой  
трубки , т а к  к а к  она равна отн о ш ен и ю  сечения л у ­
чевой  трубки  в среде к н ачальн ом у  сечен и ю  [1].

О тм ети м  п ри чи н ы , по  к о то р ы м  важ н о  зн ать  
расходим ость У. В о-п ервы х , по  зн аку  У м ож но 
судить о  х а р а к т е р е  расп ростран ен и я: если  У -  зн а ­
ко п ер ем ен н ая  ф ун кц и я коорди н ат , т о  расп рост­
ран ен и е в п лоскости , перпендикулярной  оси  р ас­
п ростран ен и я , явл яется  м н оголучевы м . Т очки , 
где У о б р ащ ается  в нуль, со о тветству ю т каусти ­
кам . В о -вто р ы х , и зм ен ен и е п оля  расходим ости  
связано  с изм енением  интенсивности  волн ы : из 
зако н а  сохранения п о то к а  энергии  следует, что

интенсивность о б р атн о  п р о п о р ц и о н ал ьн а  моду­
л ю  расходим ости . К р о м е  то го , м о ж н о  п о к азать  
[5, 7], ч то  эй л ер о в о  среднее число  приходящ их 
в данную  то ч к у  л у ч ей  п ер в о н ач ал ьн о  п лоской  
во л н ы  равн о  среднем у л агр ан ж ев у  м одуля р а с ­
ходимости.

И з сказан н о го  следует, ч то  д л я  ан ал и за  стати ­
стики м н о го л у ч ево го  р асп р о стр ан ен и я  во л н  н е­
обходим о п реж де всего  зн ать  стати сти чески е  
свойства расходим ости . З д е с ь  м ы  исследуем  ста ­
тисти ку  расходим ости  и связан н ы х  с  ней  величин, 
ограничивш ись для п р о сто ты  двум ерны м  случаем , 
приближ енно м оделирую щ им  распространение 
ги д роакусти ческой  в о л н ы  в  о к е а н е  (волна р а с ­
п ро стр ан яется  вд о ль  оси  г, еди н ствен н ая  п о п ер еч ­
ная коорди н ата  -  л:).

Расходим ость луч ево й  тр у б к и  у д о в л етв о р яет  в 
это м  случае систем е уравнени й  [3]:

d J
d t

d U
d t

= a ( r , x ) J ,

где U  -  кр и ви зн а  в о л н о в о го  ф р о н т а , дом н ож ен - 
н ая  на У, а случайн ая ф у н кц и я  a (/, л:) у ч и ты вает  
случай н ы е ф л у кту ац и и  ско р о сти  во л н ы  в среде. 
В дальн ей ш ем  не будем  р ассм атр и вать  зави си м о­
сти а  о т  п о п ер еч н о й  к о о р д и н аты , п о это м у  аргу ­
м ент л- опустим . Б уд ем  сч и тать  а ( / )  гауссовы м  
д ел ьта -к о р р ел и р о в ан н ы м  проц ессом  с нулевы м  
средним  и ко р р ел яц и о н н о й  ф ун кц и ей

< a (/)a (f  +  T)> =  25(т).

О бсудим  сн ач ал а  расп р о стр ан ен и е  сф ери ческой  
волн ы . В  э т о м  случае н ач ал ьн ы е  условия к  у р ав ­
нениям  (1) и м ею т вид:

У(/ =  0) =  0, U (t = 0) =  1. (2)
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78 ГРИ Б О В А , С А И Ч Е В

Точки каустик волны th где к = 0, 1,2,... являются 
корнями уравнения

ДО = о.
Взяв одну из таких точек (гя) в качестве началь­
ной, представим поля ДО, 0(t) при / > /„ в виде

ДО = U(tn)J(t\t,X U(t) = U(tn)U(t\0. (3)
Здесь J(t\tn) и U(t\t„) -  решения системы (1) с на­
чальными условиями

Дг = /„ Ю  = 0, t/( r  =  /w| 0 = l .

Выражая t / ( / „ )  через £/(г„_ 0  и { Д / 1 / „ _ , )  и т.д. до 
л = 1 и пользуясь тем, что U(t0) = 1, перепишем (3) 
в следующем виде:

д о = л / ю П ^ т*>’
к= 1

m  = v { t \ tn) Y [ u k{ ik),
к =  1

где Uk{т*) = U{tk\tk_x), а т* -  расстояние между со­
седними каустиками: т* = tk -  ,.

Отметим следующие из (4) важные свойства 
полей ДО, ДО- Во-первых, поскольку сомножите­
ли в правой части (4) зависят от дельта-коррелиро­
ванного гауссова процесса а(0 на неперекрываю- 
щихся интервалах (/*_,, tk), то они статистически 
взаимно независимы. Во-вторых, поля ДО, ДО 
представляют собой квазипериодический про­
цесс со случайными “полупериодами” т* [3], по­
этому все Д(т*) отрицательны, и их можно пред­
ставить в виде

(/*(тА.) = -  ехр[х*.(т*)],

а знакопеременную последовательность U,, =
П

J~J Uk(Tk) записать как
к =  1

Д =  М )"ехр
п

U  = 1
= (-l)"exp(£„).

где введена последовательность случайного 
блуждания [8]:

п

*>„ =
к  * 1

Таким образом, статистика поля расходимости и 
связанных с расходимостью характеристик вол­
ны (интенсивности, среднего числа лучей и т.д.) в 
значительной мере определяется статистическими 
свойствами случайных величин Покажем,

например, как связано поведение реализаций ин­
тенсивности /(0 со средним значением (%к).

Считая известными (%к) и дисперсию о2 =л
= i l l )  -  (%к)2, представим последовательность 
в виде:

^  =  Л<Х*) +  ЛП. (6)

где т)„ -  центрированное случайное блуждание с
дисперсией а* = = пс^ . Тогда модуль после­
довательности \Un\ равен

\Un\ -  e x p [n (x t ) +  Т)„]. (7)

Из (6), (7) видно, что свойства последовательно­
стей u\Un\ аналогичны свойствам винеровского 
процесса со сносом и логарифмически-нормально- 
го процесса, равного экспоненте от процесса Ви­
нера [6]. Так, если (хк) > 0, то процесс обладает 
регулярным сносом вверх от оси = 0, а для после­
довательности Vn = 1/| Un\ существует спадающая 
мажорантная кривая -  такая целочисленная убы­
вающая функция М(л, /?), что при любой заданной 
вероятности р < 1 100р% реализаций Vn лежат 
ниже ее [6]. Сама же последовательность V„, как 
видно из первого равенства (4), важна для анализа 
поведения интенсивности волны в окрестностях 
каустик.

Из выражения (7) видно, что для решения во­
проса о существовании мажорантной кривой для Vn 
необходимо знать величину или хотя бы знак сред­
него (хк). Наиболее очевидный способ нахожде­
ния (хк) состоит в численном решении стохастиче­
ских уравнений (1). При этом необходимо интегри­
ровать систему (1) до очень больших расстояний /, 
чтобы “пройти” достаточное для статистического 
анализа число каустик. Это требует огромных воз­
можностей памяти ЭВМ и практически едва ли 
осуществимо. Мы же пользуемся здесь комбиниро­
ванными численно-аналитическими методами, воз­
можными потому, что все тк имеют одинаковые ве­
роятностные распределения [3], и поля ДО, 1/(0 
являются квазипериодическими. Это позволяет 
изучать их вероятностные свойства и получать 
асимптотические зависимости на больших расстоя­
ниях rt решая уравнения только на одном “полупе- 
риоде” 0 < t < г, (fj -  точка первой каустики).

С учетом квазипериодичности ДО, {/(О целесо­
образно воспользоваться более удобными для 
численного решения уравнениями. Для этого 
представим функции ДО, U(t) в следующем виде:

J(/) = exp[x(/)]sincp(/), 

U(t) = exp[x(0]cos(p(/)
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Рис. 1. Плотность вероятностей и’х(х) при (х*) = 2.18, 

= 4.90: I -  результат численного решения систе­
мы (8). 2 -  гауссова плотность вероятностей.

Рис. 2. Плотность вероятностей wT(/): / -  результат
численного решения системы (8), 2 -  асимптотичес­
кая зависимость [3].

и перейдем от системы (1) к уравнениям для (р(г), 
Х('):

rfcp , ,
—  = coŝ tp -  a^sin^q),

^  \  [1 +cc(0] sin2(p.

Видно, что система уравнений (8) удобнее, чем 
(1), поскольку первое из уравнений (8) вообще не 
зависит от %. Это значит, что необходимо решать 
только одно уравнение -  для ф(г), а %(?) находится 
из второго численным интегрированием. Точкам 
каустик соответствуют теперь значения ф;. = лк, 
к = 0, 1 ,2 ,.. . .

iV-кратное (N >  1) решение системы (8) дает 
выборку реализаций расстояний до первой каус­
тики {?,,}, / = 1, 2, ..., N и выборку значений % в 
точке первой каустики (хй,,)}. По ним мы опре­
делим статистические свойства величин хк и %к. 
Заметим, что статистика т4.уже исследована в [3], 
а здесь мы используем ее для контроля точности 
наших результатов. В частности, при N = 1500 по­
лучаем средние (тк) = 6.60, (%к) = 2.18 и диспер­
сию = 4.90. По найденным значениям %(/,) на
рис. 1 построена плотность вероятностей wx(%). 
Здесь же для сравнения приведена гауссова плот­
ность вероятностей, рассчитанная по уравнению

wr(X) =
1

Д л
ехр

по.
( х  -  (х к)) 

2 ° ;

2-1
. На рис. 2 по­

строена плотность вероятностей wT(/), получен­

ная численным дифференцированием интеграль­
ной функции распределения F(t) = M(t)/N, где 
M(t) -  число реализаций, не оборванных до точки t 
(т.е. тех, у которых вплоть до t выполнялось ус­
ловие ср < л). Видно, что наши результаты хорошо 
согласуются с асимптотическим результатом для 
больших расстояний, приведенным в [3] (сравне­
ние с асимптотикой для малых расстояний невоз­
можно [3], поскольку в численном эксперименте 
не было значений / < 1.6). Найденное среднее рас­
стояние до первой каустики достаточно близко к 
аналитическому результату работы [31, где для
сферической волны <тк> = 6.269. Однако, по­
скольку значение (%к) найдено приближенными
методами, а вопрос о величине и знаке (хк) важен 
для оценки мажорантных свойств последователь­
ности V найдем (хк) еще одним способом.

Введем вместо ф(/) новую функцию Q(t) = 
= ctg<p(/) и из (8) получим систему стохастических 
уравнений:

dQ
dt +  Q2 =  сх(0.

=  [ l + a ( r ) ] - i L .
1 + Q2

Стандартная процедура получения эволюционных 
уравнений для средних значений [9] и переход к 
пределу t —-  «> дают асимптотическую формулу

Д
dt

<Х(')> = Г/ м  +(ld_ ч )\ 1
\dq t. (9)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 41 № 1 1995
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Здесь индекс °о при угловых скобках означает, 
что усреднение ведется по стационарной (при 
1 — ► ©о) плотности вероятностей

М я \  t) = <8 [ ( ? ( / ) - $ ] > .

Воспользуемся, наряду с (9), еще одним асимпто­
тическим равенством -  следствием закона боль­
ших чисел

<хм> = <Хк)1/(^ к)-
Сравнение (9) и (10) дает

(Ю)

<Х» = СО +
1+<?7~ \d<i{\+q2)l ( И )

Плотность вероятностей w(q\ t 
В [3]:

оо) найдена

-.3
w(q; t —-  оо) = Сехр ехр

о ,
dz. (12)

где постоянная интегрирования С определяется 
условием нормировки w(q; г) на единицу. Подста­
вив в (11) значение (хк) = 6.269 из [3J, и усредняя 
правую часть с помощью стационарной плотнос­
ти вероятностей (12), вычислим:^*) =2.45, что
достаточно хорошо согласуется со средним (хк) , 
найденным первым способом.

Используем теперь изученные свойства расхо­
димости J  и значения моментов (%к) для анализа 
статистических свойств экспериментально на­
блюдаемых физических параметров -  интенсив­
ности и среднего числа лучей. При этом оказыва­
ется более удобным перейти к статистике перво­
начально плоской волны. Начальные условия в 
этом случае имеют вид

Д/ = 0 )= 1 , CJ(t = 0) = 0, (2а)
а расходимость /(/) на расстоянии t записывается 
аналогично (4):

/I

д о  =  а д 0) л ? 1 о П ^ » -  <4 а )
* = 1

Здесь дополнительный, по сравнению с (4), мно­
житель t/0(x0) равен решению (/(/) задачи (1), (2а) 
в точке t = f0, когда J{t) первый раз обращается в 
нуль (т.е. в точке первой каустики первоначально 
плоской волны). С учетом (5), (6) модуль расходи­
мости лучевой трубки запишем в виде:

1Л01 = 1 а д о)ПЛ/Ю1ехр(«<Х*) +Л«). (13)
Множитель J(t\t„) в равенстве (4а), а значит и в
(13), строго говоря, зависит от всех остальных со­
множителей. Но на больших расстояниях t >  (хк) 
эта статистическая зависимость асимптотически

пропадает. Поэтому используем следующее из 
закона больших чисел равенство п = t/(xk) и будем 
считать J(t\tn) независимой от Т]я случайной вели­
чиной. Кроме того, волна, прошедшая большое 
число каустик, “забывает”, какой она была при 
t = 0 -  сферической или плоской, т.е. вклад сомно­
жителя t/0(T0) в статистику расходимости на боль­
ших расстояниях / >  (хк) будет несущественным. 
Введем еще производящую функцию моментов

0Х(С2)= <exp(C2xt)>.

Из сделанных допущений следует асимптотичес­
кая формула для моментов модуля расходимости

< IЛ 01 "')=< IВДо) ГХ1Д0 О Г>ехр Mm)/]. (14)
где

а д ) = < а д  in  e z(m). ( i s )

С помощью формулы (14) найдем закон нараста­
ния эйлерова среднего числа N попадающих в 
данную точку лучей. Известно [5, 7], что оно 
равно лагранжеву среднему модуля расходимости

ад»=<|Д 01>
и, как найдено в [5], на больших расстояниях за фа­
зовым экраном увеличивается линейно. В то же 
время (14) показывает, что в случайно-неоднород­
ной среде нарастает экспоненциально:

(N(0) ~ ехр[у(1)/]. (16)
Приближенно считая распределение wx(x) гауссо­
вым (рис. 1), оценим инкремент нарастания. В этом 
случае из (15) следует, что инкремент

7(1»“  <т*>-,«Х*>+ /2)

при наших значениях (%к) и равен 0.64. Такая
оценка, хотя и является достаточно грубой, име­
ет, тем не менее, косвенное подтверждение [10]: 
численно моделируя слой среды системой эквиди­
стантных фазовых экранов, можно непосредст­
венно вычислить: ~ ехр(0.68/), что согласу­
ется с найденным здесь значением у(1).

Исследуем теперь поведение плотности веро­
ятностей интенсивности в окрестности каустик. 
Поскольку интенсивность /(г) = /0/|Д01> то ее 
плотность вероятностей w//; t) выражается через 
плотность вероятностей расходимости w/j; t):

+

w,(/; t) = <5 [ / -  /(г)]) = [ 5(1 - 10/\j\)Wj(j; t)dj,

и по свойствам дельта-функции

W|(/; 0  =
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Не находя функции wfj\ /), но пользуясь тем, что 
нас интересует сейчас только область каустик, 
где / —*■ <*>, выясним свойства нr(j — 0; /)• Для 
этого заметим, что в точках каустик с учетом (1) 
и свойств дельта-функции

Ранее мы установили, что U,, Ф 0 (равенство (5)), 
поэтому всегда w/j — ► 0; t) > 0. Это приводит к 
степенному закону спадания плотности вероятно­
сти в окрестностях каустик:

w,(I—*°°; 0 = ^ v v /0 ; t). (18)

Причина такого медленного (~/-2) спадания за- 
ключается в бесконечно больших выбросах ин­
тенсивности в точках каустик, а физическим 
следствием является тот факт, что вдоль фикси­
рованного луча даже средняя интенсивность вол­
ны оказывается, в приближении геометрической 
акустики, бесконечной.

В приложениях больший интерес представляет 
статистика волны в фиксированной точке прост­
ранства -  эйлерова статистика. Для первоначаль­
но плоской волны формулы связи лагранжевой 
и эйлеровой статистик имеют особенно простой 
вид [5, 7]:

wf(/; 0 = у  w ft/;0.

откуда видно, что эйлерова плотность вероятнос­
тей спадает по более быстрому, чем лагранжева, 
степенному закону ~ /~3, обеспечивающему огра­
ниченность средней интенсивности и выполнение 
инварианта (/) = /0.

Найдем зависимость плотности вероятностей 
интенсивности от расстояния /. Для этого вернем­
ся к выражению (17). При / (т*> полу качествен­
ная оценка, сделанная с учетом асимптотической 
формулы (14), дает

и'<0; /) -  < 1/|(/0(т0)|)ехр[у( -1)/].
Это значит, что при найденных значениях (%к) и 

плотность вероятностей и',(/ —- *о; /) какл
функция t спадает экспоненциально:

Рис. 3. Схематическая зависимость интенсивности 
волны в окрестностях каустик от расстояния вдоль
луча.

скольку полученное <х*> > 0, то это значит, что 
существует такая экспоненциально спадающая 
целочисленная функция [6]

М(п, Р> <ХД Р) = *ехр [ ((3 -  (Хк)) п] , (20)
что с любой заданной вероятностью р < 1 значе­
ние V„ лежит ниже ее. Здесь параметр Р удовле­
творяет неравенству 0 < Р < (%*), а вероятность рч 
с которой V,, нигде не превышает мажорантной 
кривой (20), зависит от ее параметров А, р. Для 
непрерывного винеровского процесса со сносом в
[6] получено

р =  1 -  А Л  (21)

В нашем случае Vn -  последовательность, опреде­
ленная в дискретных точках л, поэтому вероят­
ность, с которой она нигде не превышает мажо­
рантной кривой (20) с теми же А, Р больше, чем
(21), или, по-другому, соответствующая тому же 
параметру Р и вероятности р мажорантная кривая 
для дискретной последовательности лежит ниже, 
чем для непрерывного процесса.

Записывая теперь интенсивность волны вбли­
зи каустик в виде

Kt) = V J\t- tn\

w,(I —» 0  -  -^ехр(-0, 34/). (19)

Этот результат наглядно можно интерпретиро­
вать как истончение каустик.

Наряду с оценкой вероятностных свойств ин­
тенсивности найденное значение среднего (%к) 
позволяет проанализировать зависимость интен­
сивности от расстояния /, а именно -  решить во­
прос о существовании мажорантной кривой. По­

и учитывая наличие для V„ мажорантной кривой 
(20), получаем, что область, в которой наблюда­
ются бесконечные выбросы интенсивности, с рос­
том номера каустики п становится все тоньше 
(рис. 3). Это значит, что квазипериодичность об­
разования каустик состоит только в том, что они 
квазипериодически повторяются в каждом луче. 
В то же время наличие экспоненциально спадаю­
щей мажорантной кривой (20) делает зависимость 
/(/) в окрестностях каустик неповторяющейся:
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в каж дой  последую щ ей каустике бесконечны й 
вы б р о с  интенсивности  сосредоточен  во все более 
узкой  о бл асти  оси л Э то т  ж е  вы вод  п одтверж дает­
ся ф орм улой  (19), оп и сы ваю щ ей  асим п тотическое 
(при t — ► «>) поведение плотности  вероятностей  
интенсивности  в окрестн остях  каустик.

И та к , на о сн о ве  ч и слен н о-ан али ти ческого  изу­
чения стати сти чески х  свойств расходим ости  л у ­
чевой  тр у б к и  исследован а стати сти к а  м н о го лу ч е­
вости  и интенсивности  акусти чески х  волн  в слу­
чай н о-н еодн ородн ом  о кеан е . Все п олученны е 
при это м  р е зу л ь т ат ы  п о к а зы в а ю т , ч т о  беско н еч ­
н ы е каусти чески е особенности  интенсивности  
кон ц ен три рую тся  во  все б о л ее  узких ин тервалах  
продольн ой  оси -  происходит и стончен ие каустик 
и ум еньш ени е п о то к а  эн ерги и  волн ы  вдоль ф и к ­
си рован н ого  л уча, ком п ен си рую щ ееся  эксп о н ен ­
ц и альн о  н ар астаю щ ей  м н оголучевостью .
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Chaotic Focusing of Ray Tubes in a Random Inhomogeneous Medium
E. Z. Gribova and A. I. Saichev

The dynamic and statistical properties of ray-tube divergence in a random inhomogeneous medium have been 
studied numerically and analytically to reveal the statistical properties of experimentally observed intensity and 
mean number of rays. An analysis of developed multipath propagation and the probabilistic behavior of inten­
sity near caustics has indicated that infinite intensity surges concentrate in ever narrower intervals of the longi­
tudinal axis. The energy flux along a fixed ray decreases and is made up for by the exponentially increasing 
multipath propagation.
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