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Развиваются основы нелинейной волновой динамики двухкомпонентной смеси твердых деформиру­
емых тел. Изучаются плоские нелинейные стационарные волны, синхронные взаимодействия раз­
личных мод квазигармонических продольных волн, синхронные взаимодействия квазигармоничес- 
ких продольных и сдвиговых волн.

Основные гипотезы теории двухкомпонент­
ных твердых смесей были сформулированы 
А. Грином и Т. Стилом (1966, [1]). Согласно этим 
гипотезам смесь представляет собой два взаимо­
проникающих континуума. Каждая точка облас­
ти, заполненной смесью, одновременно занята 
обеими компонентами, между которыми проис­
ходит взаимное относительное движение. Дефор­
мированное состояние каждого континуума опре­
деляется парциальными тензорами деформаций
е~1,2) и вращений к*.1,2). Однако, при движении
смеси происходит не только деформирование от­
дельных континуумов, но и их взаимное смеще­
ние. Кинематически такое смещение может одно­
значно определяться компонентами вектора от-

- (1) (2) ,носительных перемещении ик -  ик (сдвиговая 
модель смеси), или компонентами вектора отно­
сительных ускорений (инерционная
модель смеси).

Сдвиговая модель смеси была обоснована 
Б. Лемпрайером (1969, [2]), связавшим формаль­
ный математический аппарат смесей с реальны­
ми материалами -  слоистыми композитами. 
Б. Лемпрайер показал, что при движении упруго- 
Г9 импульса вдоль слоев композита между слоями 
возникает силовое взаимодействие, являющееся 
следствием различия сдвиговых свойств слоев. 
Сила такого взаимодействия прямо пропорцио­
нальна разности средних перемещений в контак­
тирующих слоях.

Теория двухкомпонентной смеси была обоб­
щена Я.Я. Рущицким (1992, [3,4]) на случай учета 
геометрической и физической нелинейностей. 
Вслед за Я.Я. Рущицким будем предполагать, что 
парциальные тензоры деформаций являются ко­
нечными

+ и (а)
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а внутренняя энергия изотропной сдвиговой сме­
си описывается потенциалом Мурнагана в виде
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Здесь приняты следующие обозначения: v k
О) (2)=  и,. ~  U,

(а)Г V-  относительное перемещение; 1 1 =

= г я / (СХ) -  с (а) ~(а) 1 h  —
(а) (а) (а) Га)(а)

ik 1 2 ° ik ° ik ’ ' 3  ^ik kl ^liг:, ' ,  /3 = e,:;' e,V' -  ин­
варианты тензоров деформаций; греческие индек­
сы принимают значения 1, 2, латинские -  1, 2, 3, 
а  + 5 = 3.

Заметим, что в потенциале (2) отсутствуют 
члены, характеризующие взаимодействие компо­
нентов, обусловленное модулями третьего порядка. 
В [3] показано, что, хотя потенциал (2) характери­
зуется только 14 физическими постоянными ц*, Хк9 
А0, Ва, Са, р, р’ он содержит в себе основные каче­
ства и нелинейного деформирования, и деформи­
рования смеси как среды с микроструктурой.

Зная потенциал (2) и плотность кинетической 
энергии Г, можно составить лагранжиан L = T -  U 
и воспользоваться вариационной процедурой 
вывода уравнений динамики [5].

Уравнения динамики двухкомпонентной сдвиго­
вой смеси во втором приближении запишутся в виде
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Рис. 1. Зависимости фазовых скоростей продольных 
и сдвиговых волн о т  частоты.

где через F-a) обозначены нелинейные слагае­
мые:
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Анализ этих уравнений показывает, что соглас­
но модели двухкомпонентной смеси, в твердых те­
лах могут распространяться два типа объемных 
упругих волн -  продольные и сдвиговые. Диспер­
сионные свойства продольных (5) и сдвиговых (6) 
волн идентичны. Оба типа волн обладают диспер­
сией, Уфаз = Уфаз(СО) 5* Const. При ЭТОМ КаЖДЫЙ ИЗ ТИ­
ПОВ волны характеризуется двумя дисперсионны­
ми ветвями [4]. На рис. 1 построены качественные 
зависимости фазовой скорости волн от частоты,

где ®о = ± +
Ч Pi Р2

Будем считать, что в нелинейно-упругой смеси 
вдоль оси х распространяется плоская продольная 
волна. Уравнения динамики (3), (4) перепишутся в 
следующем виде:

х
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Для анализа дисперсионных свойств смесей 
линеаризуем уравнения (3), для этого положим
F-a) = 0. Будем рассматривать плоские волны, 
распространяющиеся в направлении X!.

Дисперсионные свойства смесей описываются 
уравнениями:
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где с,- = 7(Х,. +  2ц;)/рр c3j = 7(Х 3 + 2ц3)/р., iV, -  
коэффициент нелинейности.

Исследовать распространение и взаимодейст­
вие волн конечной амплитуды в смесях, пользуясь 
уравнениями (3), (4), достаточно сложно, даже ес­
ли речь идет об одномерных процессах (7). Значи­
тельно проще иметь дело с эволюционными урав­
нениями, которые являясь приближенными, со­
храняют в себе основные факторы, влияющие на 
волновые процессы. Существует достаточно мно­
го физически и математически корректных мето­
дов перехода от исходных уравнений к  эволюци-
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Рис. 2. Профили волн смещения при различных значениях амплитуды.

Рис. 3. Качественно различные случаи резонансно взаимодействующих троек продольных волн: а -  г, = r,(Qj, ATj); 
Г2 = г2(Ю2, к2)\ Г 3  = r3(Q3, Къ)\ б -  г, = r,(C0j Д,); г2= , *2); г3 = r3(Q3, АГ3).

онным [6]. Воспользуемся методом связанных 
нормальных волн, развитым в [7], и уже приме­
нявшимся нами [8 - 10]. Это позволяет свести (7) 
к уравнениям:

aw ,
1~ д Г + а '

d2w

дх
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где W* -  величина, комплексно сопряженная W,
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Связь новых переменных (Wj) с исходными (и1) 
определяется выражениями:

и < 0  =  W l  +  W 2 + W i  +  W 4 -, U(2) = M W j ) - ,

и.!1’ = / 2(ио); нГ  =  / д а .

функции/ ,  а также коэффициенты при нелиней­
ных слагаемых Ь12 не приводим в силу их гро­
моздкости.

Из (8) следует, что одна из дисперсионных вет­
вей для продольных волн (нижняя) описывается 
уравнением Кортевега-де Вриза, а другая (верх­
няя) -  уравнением Шредингера. К подобным урав­
нениям сводится задача об изучении волн сдвига- 
вращения в континууме Коссера [10]. Однако, если 
там удалось определить степень точности и об­
ласть применимости эволюционных уравнений, то 
здесь, из-за отсутствия информации о постоянных 
материала для смесей, этого сделать не удается.

Рассмотрим волну W  = W3, бегущую в положи­
тельном направлении оси х (одноволновое при­
ближение W, = W2 = W4 = 0). В этом случае систе­
ма (8) сводится к уравнению Кортевега-де Вриза

Э W BW
“Э7 + С2Э7 ' V '  -  °-

допускающему решения в виде бегущих стацио­
нарных волн. Форма последних в общем случае 
несинусоидальна и зависит от соотношения вели­
чин нелинейности Ь2 и дисперсии g.

Стационарные периодические волны W(£), за­
висящие от одной бегущей переменной £ = х  -  Vt, 
описываются выражением

(
Е - К

Е

2 b2W0 1/2
-2 W 0sn2 { ( - ^ )  $ ,*}.

gs
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Р и с . 4 . И зм енение в пространстве амплитуд взаим о­
действую щ их волн  при вы полнении условий распад­
ной неустойчивости.

Р и с . 5 . В ари ан ты  резонансны х т р о е к  волн при про­

дольно-сдвиговы х взаимодействиях, а -  r t =  г  j ( (о ̂ ,

к\ ); г 2 = г2( о>2,4 ) ; гз = гз(ш ^4);б- г, = г,( Ц , К\ ); 
г 2  =  г 2( Ц ,  4 ) ;  Г3 =  г 3( Ц ,  4 ) ;  в  -  г ,  =  г , ( Ц ,  4 ) ;  

г 2 =  г2( с о ^  4 ) ; г 3 =  г 3( 4 ,  ф .

Здесь WQ -  амплитуда; V -  скорость волны; j  -  
коэффициент нелинейных искажений (модуль 
эллиптической функции); K(s), E(s) -  полные эл­
липтические интегралы первого и второго родов.

Скорость V, длина волны Л и амплитуда W0 
связаны между собой соотношениями, аналогич­
ными полученным в [8], которые вместе с (10) 
позволяют построить зависимости между пара­
метрами и определить профиль волны. Эти соот­
ношения, а также профиль волны аналогичны 
тем, что были определены в [8] для продольных 
волн, распространяющихся в континууме Леру. 
Существенным отличием волн в смеси является 
то, что волна W  -  волна смещения, а не волна де­
формации, изучавшаяся ранее в [8].

Качественно профили волны смещения W  при
трех различных амплитудах И^3) > Wq2) > Wq]) 
изображены на рис. 2.

При малых амплитудах (И ф }) форма волны 
смещения близка к синусоидальной, а при увели­
чении амплитуды ( Wq3) ), волна становится суще­
ственно негармонической.

Продольные волны, описываемые различны­
ми дисперсионными ветвями, связаны между со­
бой за счет квадратичной нелинейности и между 
ними возможны трехволновые резонансные вза­
имодействия. Могут существовать два качествен­
но различных случая резонансных троек:

а) две волны описываются верхней дисперси­
онный ветвью и одна -  нижней;

б) две волны описываются нижней дисперси­
онной ветвью и одна -  верхней (рис. 3).

И в том и в другом случае возможна распадная 
неустойчивость высокочастотной волны. Напри­
мер, в первом случае частоты и волновые числа 
волн, составляющих резонансную тройку, долж­
ны удовлетворять условиям синхронизма

£2. = £2, + со?,
(11)

4  = 4 +  4
и дисперсионным уравнениям

^1,3 ~ а2 a l4,3>

со2 = c2k2- g k \ ,
(12)

то есть через £2, , -  обозначены значения частот и
волновых чисел, лежащих на верхней дисперсион­
ной ветке, через со,, -  значения частот и волновых 
чисел, лежащих на нижней дисперсионной ветке.

Условия (11) и (12) могут выполняться, если 
волновые числа взаимодействующих волн связа­
ны с параметрами волны накачки соотношениями
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Изменение амплитуд взаимодействующих 
волн описывается эллиптическими функциями 
Якоби. Взаимодействие волн имеет характер бие­
ний (рис. 4). Заметим, что для смеси, как и для 
других моделей сред с микроструктурой [10], в 
выражения для пространственного периода бие­
ний (Ло), а также в выражения для максимальных
амплитуд взаимодействующих волн ( 1У0̂ ), вхо­
дят комбинации материальных констант. Это го­
ворит о том, что эффект распадной неустойчиво­
сти продольных волн можно положить в основу 
метода измерения модулей упругости смесей. 
Правда, сделанная в [10] оговорка о том, что этот 
способ измерения не самый рациональный, оста­
ется в силе.

Во бтором случае (рис. 36) условия синхрониз­
ма записываются следующим образом:

= CQj + С02, 
#3 = &1 + к2.

Из уравнений (3), (4) видно, что в смеси за счет 
квадратичной нелинейности могут взаимодейст­
вовать как различные моды продольных волн, 
так и продольные волны со сдвиговыми.

Некоторые варианты резонансных троек при 
продольно-сдвиговых взаимодействиях приведе­
ны на рис. 5, где индексом / обозначены дисперси­
онные кривые продольных волн, а индексом s -  
сдвиговых.

Если через £2*', K l- S обозначить значения час­
тот и волновых чисел продольных (/) и сдвиговых 
(s) волн, лежащих на верхних дисперсионных вет­
ках, а через о/’\  k ) s -  значения частот и вол­
новых чисел, лежащих на нижних дисперсионных 
ветках, то условия синхронизма можно записать в 
виде: для случая, изображенного на рис. 5а,

сОз = со* + со*, 4  = к\ + к2; (15)

для случая, изображенного на рис. 56,
п'г = п\ + &2, к[ = к\+к[- (1 6 )

для случая, изображенного на рис. 5в,

со' = Q.\ + со*, k \ = К\ + к \. (17)
Работа выполнялась при финансовой под­

держке Российского фонда фундаментальных ис­
следований (Грант № 94-01-01416-а).
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Plane Nonlinear Waves in a Two-Component Mixture of Strained Solid Bodies
V . I .  E ro fe e v

Fundamentals of nonlinear wave dynamics are developed for a two-component mixture of strained solid bodies.
The phenomena under investigation are nonlinear stationary plane waves, synchronous interactions between 
different modes of quasi-harmonic longitudinal waves, and synchronous interactions between quasi-harmonic 
longitudinal and shear waves.
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