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В работе теоретически исследуются потоки энергии, переносимой нормальными поперечными аку­
стическими волнами в пьезоэлектрических пластинах вблизи критических частот, где они могут су­
ществовать в виде обратных волн. Рассчитаны потоки энергии, связанные с упругими смещениями 
и с электрическими полями, которые сопровождают акустическую волну в пластине и за ее преде­
лами. На примере первых антисимметричной (a j) и симметричной (5 ,) мод показано, что поток 
энергии, связанный с электрическим полем в вакууме, направлен противоположно волновому век­
тору и для антисимметричных волн вблизи критических частот превышает по абсолютному значе­
нию поток энергии, связанный с упругими смещениями. Это обстоятельство является ответствен­
ным за существование обратных поперечных акустических волн в пьезоэлектрических пластинах.

Одной из особенностей акустических волн в ог­
раниченных твердых телах является возможность 
существования так называемых обратных волн -  
волн с противоположно направленными фазовой 
и групповой скоростями. В частности, теоретиче­
ски и экспериментально доказано существование 
таких волн в пластинах [1-3]. Обратные акустиче­
ские волны мало изучены. Из небольшого числа 
работ, посвященных обратным акустическим 
волнам, следует, что они должны быть весьма 
чувствительны к параметрам пластины [4-6]. Од­
ним из существенных моментов здесь является 
следующее. В изотропных пластинах свойствами 
обратных волн могут обладать только некоторые 
моды волн Лэмба. Чисто поперечные акустичес­
кие волны в изотропных пластинах в принципе об­
ратными быть не могут, они прямые (направления 
фазовой и групповой скоростей совпадают) [ 1]. 
В то ж е время, в пластинах из пьезоэлектричес­
ких материалов при определенных условиях по­
перечные пьезоактивные акустические волны 
могут быть обратными [7]. Поперечные акусти­
ческие волны в изотропных пластинах отличают­
ся от пьезоактивных поперечных акустических 
волн в пьезоэлектрических пластинах только на­
личием электрического поля, сопровождающего 
акустическую волну в последнем случае. В связи 
с этим возникает вопрос, каким образом наличие 
электрического поля, сопровождающего акусти­
ческую волну, превращает прямую волну в обрат­
ную. Ответ на этот вопрос можно получить, изу­
чив потоки энергии поперечных пьезоактивных 
акустических волн в пластинах. Теоретическому 
исследованию этого вопроса посвящена настоя­
щая работа. Следует также отметить, что исследо­

вание потоков энергии, переносимой пьезоактив­
ными акустическими волнами в пьезоэлектричес­
кой пластине, представляет и самостоятельный 
интерес, поскольку они совершенно не изучены.

Рассмотрим поперечные акустические волны 
в свободной пластине кристалла класса C6v, рас­
пространяющиеся в направлении [100] -  случай, 
когда они пьезоактивны, т.е. сопровождаются  
электрическим полем. Геометрия задачи показа­
на на рис. 1. Пластина находится в вакууме. Тол­
щина пластины -  2d , ось С кристалла совпадает с 
осью Z. Упругие смещения в волнах происходят в 
направлении оси Z. Поскольку скорость распро­
странения акустических волн намного меньше 
скорости электромагнитных волн, то в уравнени­
ях движения используем квазистатическое при­
ближение:

где Е{ -  напряженность электрического поля, (р -  
потенциал.

Поток энергии, переносимой этими волнами, 
можно найти, проинтегрировав вектор Умова-

Рис. 1.
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Pi =  -~Re*j г со

Пойнтинга по вертикальному сечению распрост­
ранения волн [8 ].

Г Г +£/ +° °  \

1" 1 ' J TjjU fdy  -  j  фD f d y  , (2)
- с о  '

i  = 1,3; ;  = 3,
где Гу -  упругие напряжения; U, -  упругие смеще­
ния; Д  -  электрическая индукция; со -  круговая ча­
стота, остальные обозначения -  общепринятые.

Первый интеграл в (2) описывает энергию, ко­
торая связана с упругими колебаниями волн, а вто­
рой -  с  электрическим полем, сопровождающим 
волны. Поскольку электрическое поле, которое 
сопровождает акустическую волну, существует и 
за пределами пьезоэлектрической пластины, то 
интегрирование электрической части энергии осу­
ществляется в пределах от “-со” до “+ « Л  Для слу­
чая чисто поперечных акустических волн в пласти­
не ненулевой составляющей Р{ является только Рх.

Решение этой задачи требует установления 
связи между U, (р и D  в рассматриваемых акусти­
ческих волнах. Для этого необходимо решить за­
дачу о распространении этих волн в соответству­
ющих терминах, т.е. решить систему уравнений 
движения теории упругости и электродинамики 
для пьезоэлектрической среды и вакуума совме­
стно с граничными условиями.

Уравнения движения теории упругости и элек­
тродинамики для пьезоэлектрической среды с 
учетом ( 1) имеют вид:

' д 2
= с,-

д2и, -\2 
о  ср

!imld x jbxm + ek' 4 x kb x i

Эф
(3)

divD  = О D. = - г ^  + еКт1и
m l '

Для электрического поля в вакууме

(4)Дф = 0 .
Решения для всех переменных величин будем 

искать в виде:

f  = f 0 eik(V’- x + *>. (5)
где Uml -  тензор деформации; р, cjmh ekJJ, ei; -  
плотность, упругие, пьезоэлектрические и диэле­
ктрические постоянные пластины соответствен­
но; ф° -  потенциал электрического поля в вакуу­

ме; V = у  -  фазовая скорость акустических волн,

к -  волновое число, р -  параметр, характеризую­
щий распределение упругих смещений и электри­
ческого поля по поперечному сечению пластины.

Для случая, который рассматривается, уравне­
ния (3) с учетом (5) принимают вид:

[со2р -  к.2с4 4 ( 1  + р2) ] ( /г -  &2е ]5( 1 + (32)ф = 0 

е15( 1 + р 2){/2- Е 11(1 + р2)ф = 0
(6 )

Из (6 ) находим р и связь между U, и ф:

со2р
Р>.3 = ±  1, 2- 7 /  „ 2, -  1 ; Р2,4 = ±i';

к С44( \  + К  )
(7)

к 2 = е 15
£ ..с11̂ 44

где а„ =

UZn = “n Фп,

k 2 e \ S {  1+ Р л2) £ i ,( l+  РЬ W
С02р -  k2C44( 1 +  р2) е 15( 1 + р 2)'

Поскольку волны в пластине описываются че­
тырьмя значениями параметров Р, то для U, и ф в 
пластине следует записать:

V v  ф = X  U°"
i k ( V t  -  х  +  р я у )

; п -  1, 2, 3 ,4 .
п  =  I

(9)

Решение уравнения (4) для электрического по­
ля в вакууме с учетом (5) дает следующие значе­
ния для параметра р:

о
К г  =  а . (Ю)

Поскольку при у  = ±оо, ф° = О, то электрическое 
поле в вакууме будет определяться:

y > J ,  (Р = + 0 ;  ф!  = ф0+е - k ( y - c i )

О . ч  О *(> + </) (11)
y < - d 9 (Р = - 0 ;  ф- = Фо-^

Граничные условия: равенство нулю упругих 
напряжений на свободных поверхностях пласти­
ны и непрерывность потенциала и нормальной 
составляющей индукции на границах раздела пла­
стина-вакуум:

Тзгпг  = 0 |)1 = ±l/; ф = ф ° |,вЫ; D y = D°y v = ±Л 9
( 12)

_  d U  Эф
1 32" С44_э7  + е ,5э ^ ’

где п2 -  единичный орт оси у.
С  учетом (8), (9) и (11) уравнения (12) после не­

сложных преобразований принимают вид:
4

чт-i ±ik$nd
2 * h*Von* =  К  =  Рп(С"ая- е 15)
П = 1

4

Y , m ^ 0 ne ' '  = 0 :т п = / е 15риа „ - г е 11р п- е 0у.(13)
П = 1

4

Х п „ Фо, =  0:п„ =  1> 15Риав- / е 11Э(1+во
п  =  1 J
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Поскольку а ъ - а х — , а а4 -  а2 -  0, (Uz4 -
е \5

= Uz2 =  0), то уравнения (13) могут быть преобра­
зованы к виду:

/zj C O S  (OCj )(Cpoi -  Фоз) + ^ 2 C0S ( а 2)((р02 -  Фм) = о 
/e0s in (a 1)(cpoi-9o3)“ [£iicos(a2) - / e 0sin(a2)]((p02-(p04) = О

/z1s in (a 1)((p01 + cp03) + /22sm (a 2)(cp02 + (p04) = 0 

e0cos(a ,)(cp01 + (р03) -  [*£,, s in (a 2) - s 0c o s (a 2)]((p02 + (p^) = О

Из системы уравнений (14) находим связь между 
компонентами ср0я для симметричных и антисим­
метричных акустических волн, а следовательно и 
выражения для Uz и (р. Нетрудно показать, что 
дисперсионное уравнение для симметричных волн 
из (14) получаем при условии ср03 = ф0ь Фо4  = Фо2 > а 
антисимметричных волн -  при условии ф03 = -<р01,
Ф04 -  — Ф()2 •

а) Антисимметричные волны.

Найдем поток энергии, который связан с упру­
гими смещениями (акустическая часть потока 
энергии):

+J

Р ? а =  -^R e/co J Т X3U* d y ,
-d

где Г13 = С44- ^  +  е 15̂  = - ik(cMUz + е 15ц>).
дх

И з (14а) с учетом (8) и (9) находим:

Ф(н) = i2(p01[sin(^P1y) — A sh (fcy)],

Поток энергии, связанный с электрическим  
полем, определится как:

Р',% =  ^ReicoJ ср D * d y  =  ^ Re г сох

Первый интеграл в (18) определяет поток энер­
гии, связанный с электрическим полем в пластине, 
а второй и третий -  поток энергии, связанный с 
электрическим полем за пределами пластины.

И з (3) с учетом (16) находим D x:

2£n fc(po,Ash(fcy). (19)

Тогда:
+d

| ф  D * d y  =  гЧ ецф оИ х
—d

^ ch(kd)sin(k^>ld ) - ^ {sh (kd )cos (k^ id)

(1 + Pf)
+ (20)

где A = (3[ 1 + —
К 2

1 ^ cos(A(3,4) 
ch (kd)

sin (£(3,4)

sh (kd)  + —  ch (kd)  
eo

Подставляя (16) в (15): находим:

+ A kd  _  sh(2fc4) 
2

о
Выразив D x через ф° с  учетом (11), находим 

два остальных интеграла в (18).

р ? а = ы и Ц ( ] + к 2) k d -
sin (2  fep,4)

2(3
(17)

о к 2 А
---------r -[ch ( k d ) sint& P^) -  p ,sh (W )cos(fep Id)}
( i + p ? )

J Ф °_D?dy  +
_ o o  +d

Связь между ф0+, Фо_ и фш находим из гранич­
ных условий (12) с учетом (16):

Ф0+ =  -Фо- = г2ф0| [sin (^ P ,4) -  A sh (kd)] .  (22)

[ q l D f d y  =  4 -°(ф02+ + ф02_). (21)

где U0 -  величина, пропорциональная амплитуде Окончательно для потока энергии антисимме- 
упругих смещений. тричных акустических поперечных волн в плас-

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 4 1998



П О ТО К И  ЭНЕРГИИ 495

тине, который связан с электрическим полем, по­
лучаем:

Р ? Е = - » к Ч !| [ [ м - 5 М |М > ] а  +

+  ^ ch (kd )s in (k^ ]d )  -  р, sh(X:^/)cos(/cP,d)

+ d  + Pf)
+ —  [s in ^ P ,^ ) --4sh(A:i/)]2 1.

JA + (23)

Первое слагаемое в (23) определяет поток 
энергии, связанный с электрическим полем в пла­
стине, а второе -  с электрическим полем в вакуу­
ме (за пределами пластины).

б) Симметричные волны.
Из (14s) находим распределение упругих сме­

щений и потенциала по сечению пластины в сим­
метричных волнах:

и ?  =  2 % 01cos(*P ,)0
е \5

Ф(°  = 2 q>OI[cos(ftp l30  +  S ch (*y)],

s in ^ P jd )
sh(kd)

cos(£pj<i)

c h(kd)  + — sh (kd) 
eo

Подставляя (24) в (15) находим поток энергии, 
связанный с упругими смещениями в симметрич­
ных волнах.

р {: \  = coi/02<(1 + K 2)[k d  +
sin (2 Jfcp,rf)

2Р, ]
(25)

2 K 2S

d  + Pf)[c o s (k ^ }d ) s b (k d )  + p ,sin (/:P 1̂ )ch(A:rf)]|.

Аналогично пункту (а) находим поток энер­
гии, связанный с электрическим полем:

+

cos(/cp,d)sh(foi) + P,sin(A:P1(i)ch(A:<i)l
+ 2 ----------------------------- ~ 2 ----------------------- \S + (26)

( 1 +Э?) -I

+ —  [ cos(&Pj£0 + S c b (k d ) ]2 L
11

Первое слагаемое в (26) определяет поток энер­
гии, связанный с  электрическим полем в пластине, 
а второе -  с электрическим полем в вакууме.

Сравнив (17) с (23) и (25) с (26) видим, что вбли­
зи критических частот (к —  О, Р, —  СО, * М  -  
~  (2п + 1)л /2  для антисимметричных мод и &(3,d ~  пп 
для симметричных мод) поток энергии, связанный 
с  электрическим полем в пластине, исчезающе 
мал (практически нулевой), как по сравнению с 
акустической частью потока энергии, так и по 
сравнению с потоком энергии, связанным с элек­
трическим полем в вакууме.

Для более детального анализа потоков энер­
гии каждой из компонент в симметричных и анти­
симметричных волнах по формулам (17), (23), 
(25) и (26) были рассчитаны потоки энергии Р  для 
первой антисимметричной моды (flj) и первой 
симметричной моды (sx) в зависимости от безраз­

мерной частоты (cad I—  = kfd) вблизи критичес-
ЧС44

ких частот для пластины ZnO. Необходимые кон­
станты взяты из [9]. Результаты этих расчетов 
приведены на рис. 2. А  на рис. 3 показаны диспер­
сионные зависимости фазовых скоростей этих же 
мод, рассчитанные по дисперсионным уравнени­
ям из (14). Штриховыми вертикальными линиями 
на этих рисунках показаны критические частоты  
{kfd)k этих мод. Как видно из рис. 3, при частотах 
ниже критической мода а { может существовать в 
виде обратной волны (ветвь О). Ветвь П соответ­
ствует обычной, прямой волне. М ода s x во цсей 
области существования является прямой волной 
(рис. 3).

Как видно из рис. 2 (см. вставки А  и В), потоки 
энергии, связанные с  упругими смещениями (РА, 
кривые 7), как для прямых (симметричной и анти­
симметричной мод), так и для обратной волн, по­
ложительны, т.е. совпадают по направлению с 
волновым вектором. Потоки энергии, связанной 
с электрическим полем внутри пластины (Р£, 
кривые 2 ), в анализируемой области частот (к/1), 
как уже отмечалось выше, очень малы, намного 
меньше РА, и их можно здесь не учитывать. П ото­
ки энергии, связанные с электрическим полем в

вакууме ( Р Е, кривые 5), как для прямой, так и для
обратной волн отрицательны, т.е. направлены 
противоположно волновому вектору.

оДля моды s { потоки РА и Р Е с уменьшением к^
уменьшаются по величине и стремятся к нулю при 
kfd — ► (kfd)k- Причем, во всей анализируемой об­

ласти kfd РА >\Р°Е1 и суммарный поток (кривая 4) 
положителен, волна прямая, так как групповая 
скорость определяет направление распростране­
ния энергии.

Для моды а х ситуация сложнее. Существенным 
здесь является следующее. При kfd > (к^)к так же,

как и для моды s b РА>\Р°Е\и  суммарный поток по-
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Рис. 2. Частотные зависимости потоков энергии Р первой антисимметричной (а{) и первой симметричной (s{) мод по­
перечных волн вблизи критических частот для пластины ZnO: 1 -  потоки энергии, связанные с упругими смещениями 
(РА); 2 -  потоки энергии, связанные с электрическим полем внутри пластины (РЕУ, 3 -  потоки энергии, связанные с

электрическим полем в вакууме (Р°Е ) \4 -  суммарные потоки энергии.

ложительный, волна прямая. Вблизи (k,d)k со сто­

роны меньших частот для ветви П величина Р Е 
(кривая П5) по модулю меньше РА (кривая Ш ), 
суммарный поток положительный (кривая П4), 
волна прямая. Для ветви О здесь наоборот, вели­
чина Р°Е (кривая 0 5 )  по модулю больше РА (кри­
вая 0 7 ) . Суммарный поток отрицательный (кри-

Рис. 3. Дисперсионные зависимости фазовых скоро- 

V I ~стей — = | Ц-Р- первой антисимметричной (aj) и
1 у к С44

первой симметричной (s{) мод поперечных волн вбли­
зи критических частот для пластины ZnO.

вая 0 4 ), волна обратная. В прямой волне поток РА

с уменьшением kjd уменьшается, а поток Р°Е прак­
тически не изменяется. В точке (£Д)*, где сходятся

ветви П и О моды а {, РА = |р£  | и суммарный поток
энергии равен нулю. Энергия волнами в пластине 
не переносится. В обратной волне с уменьшением 
частоты от критической (обратная волна сущест­
вует только в области частот ниже критической)
РА увеличивается, а Р°Е меняется незначительно 
(также несколько увеличивается по модулю), при­

чем все время \Р°Е | >  РА вплоть до точки (М )* > где

РА = I^e I- Таким образом, в этой области частот 
общий поток энергии, переносимой обратными 
волнами, отрицателен, т.е. направлен противопо­
ложно волновому вектору. Поскольку волновой 
вектор определяет направление фазовой скоро­
сти, а поток энергии -  направление групповой ско­
рости, то на ветви О дисперсионной зависимости 
моды а { фазовая и групповая скорости имеют про­
тивоположные направления.

Таким образом, фактором, ответственным за 
существование обратной акустической попереч­
ной волны в пьезоэлектрической пластине, явля­
ется электрическое поле в вакууме, которое со­
провождает акустическую волну. Этот вывод ка­
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чественно согласуется с результатами работы [ 10J, 
в которой предсказано отрицательное смещение 
пучка акустических сдвиговых волн при отраже­
нии от границы пьезокристалла, связанное с элек­
трическим полем этих волн (акустические волны в 
пластинах можно рассматривать как результат су­
перпозиции отраженных от поверхностей объем­
ных акустических волн).
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Energy Flows of Direct and Inverse Normal Transverse Acoustic Waves
in Piezoelectric Plates

I. Ya. Kucherov and E. V. M alyarenko

Energy flows carried by normal transverse acoustic waves propagating in piezoelectric plates with frequencies 
close to critical, i.e., under the conditions allowing the existence of inverse waves, are studied theoretically. 
The energy flows related to the elastic displacements and the electric fields accompanying such acoustic 
waves are calculated. It is demonstrated that the energy flow related to the electric field in vacuum is directed 
oppositely to the wave vector, and, in the case of antisymmetric waves in the vicinity of critical frequencies, 
it exceeds in magnitude the energy flow related to the elastic displacements. This effect is responsible for the 
existence of inverse transverse acoustic waves in piezoelectric plates.

5 АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 4 1998


