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Рассмотрено распространение изгибных волн в тонкостенной балке крестового сечения. Колебания 
стенок балки описываются уравнениями теории тонких пластин. Построены дисперсионные кри­
вые для волновых чисел нормальных волн. Вычислены плотности потоков энергии и интегральные 
потоки энергии по различным элементам балки. Обнаружен эффект встречного переноса энергии 
в нормальной волне на некоторых частотах как по различным элементам балки (для интегральных 
потоков), так и в сечении пластин, составляющих балку (для плотности потоков энергии).

Проблемы распространения вибрационных 
волн по тонкостенным балкам были рассмотрены 
в ряде работ, например [1—4]. Из обнаруженных 
при этом эффектов, в качестве наиболее интерес­
ного, назовем возникающую на некоторых часто­
тах противоположную направленность фазовой и 
групповой скоростей нормальной волны. Это же 
явление отмечалось и в работах, посвященных 
распространению нормальных волн в упругом 
слое (например, [5-7]), причем в [5] сделана по­
пытка использования этого эффекта в дефекто­
скопии. Следуя [5], волны, для которых имеет ме­
сто противоположная направленность фазовой и 
групповой скоростей, будем называть обратными. 
Таким волнам соответствуют аномальные участ­
ки дисперсионных кривых, на которых тангенс уг­
ла наклона касательной отрицателен. Потоки 
энергии и плотности потоков энергии таких волн, 
по-видимому, до сих пор не вычислялись.

Целью данной работы является изучение по­
ведения дисперсионных кривых и потоков энер­
гии при распространении изгибных нормальных 
волн в тонкостенной балке крестового профиля.

Рассмотрим бесконечную балку крестового 
профиля шириной 2а и высотой 2Ь. Балка состоит 
из двух тонких упругих пластин толщиной А, и /г2, 
жестко скрепленных между собой под прямым 
углом. Наружные кромки пластин предполага­
ются свободными.

Представим каждую из пластин (горизонталь­
ную и вертикальную) как две полупластины, раз­
деленные линией контакта, и в каждой из них, по­
добно тому как это сделано в [8], введем свою сис­
тему координат. Ось у  направлена вдоль границы 
сочленения всех четырех полупластин и, таким об­
разом, является для всех полупластин общей. Осьх; 
(/ = 1 , 4 )  направлена вдоль поверхности j-й по­

лупластины ортогонально оси у. Ось Zj направлена 
по нормали к поверхности j-й полупластины так, 
чтобы система координат (хр у\ zj) была правой.

При таком введении координат j -я полуплас- 
тина занимает область: 0 < Xj < а , -«> < у<  +<*> при 
j  = 1, 3; 0 <Xj,< £,-<*>< у < +оо при j  = 1, 2.

Для описания волновых процессов в элементах 
балки будем использовать уравнения теории тон­
ких пластин Кирхгофа [9]:

7 d~w •
. D A  Wf + ph,— J  = 0 

2 2 1  dt2

и Файлона [9]

p ЭЧ  = ' ЭЧ  i
E d  t2  1 -  o 2 dx)

1 д2  и j 1 d2Vj
+ 2( 1 + о ) эу2. + 2( 1 -  G)dxjdy'

Р ЭЧ  = 1 ЗУ,-
E d  t 2 1 -  а 2 Э /

1 d2Vj 1 d2Uj
+ 2(1 + a )  dx) + 2(1 -  o )d Xjdy'

где Uj -  продольное, у- -  сдвиговое, Wj -  изгибное 
смещения j -й полупластины, Dj -  цилиндрическая 
жесткость, р -  плотность материала, Е -  модуль 
Юнга, a  -  коэффициент Пуассона.

331

mailto:mirol@mail.wplus.net


332 В Е Ш Е В  и др.

Введем, как и в [8], обобщенные векторы сме-
(  Эи'Л7

щений Ц  = ( Uj, Wj, J и оообщенные векто-

ры сил F, = ( f t j j y j j y ,  Mj)T, где

f.v  =
Eh: (dll: Э V , '

7 1 1  + o- '

/>.; =

1 _ аЧЭх7. ду г

Ehj fdu j d v j \
2 ( 1  + а)1э>' + d x j ) ’

f , j  = ~D J

S3 “\3
Ш  #  (2 -  < 7 ) - ^
Эл'у У

-  продольная, сдвиговая, поперечные силы, а

Mj = Dj
(-\2 -\2 \d W : d W:
----Г- + о — -
dxJ ду'

-  изгибающий момент.
Для получения кинематических и динамичес­

ких условий, выполняемых на линии скрепления 
пластин, воспользуемся некоторой единой систе­
мой координат. В качестве такой выберем систему 
координат, связанную с первой полупластиной.

На линии контакта пластин имеет место сов­
падение смещений и углов поворота

5 ,и , = S2U2 = S3U3 = S4 V £

А =

\

4

0 0  1 0  

0 1 0  0 

-10  0 0 
0 0 0 1

д-. =  ° -
- J

N

7
Динамические условия контакта вытекают из 

третьего закона Ньютона для сил и изгибающих 
моментов:

S,Fj + 5 2 F 2  + S3 F 3  + S4 F 4  = 0\Xj = 0.

На свободных концах пластин имеет место об­
ращение в нуль сил и моментов:

= 0.Xj = а, b
Будем рассматривать только гармонические 

процессы. Зависимость от времени задается в ви­
де множителя ехр(-/сог), который в дальнейшем 
условимся опускать.

Целью работы является изучение нормальных 
волн в описанном волноводе:

U ( x j , y , Z j )  =  e'“-vU ( x J t Z j ) , ( 3 )

где р представляет собой волновое число нор­
мальной волны.

Для получения общего решения подставим вы­
ражения для смещений (3) в уравнения колеба- ; 
ний ( 1), (2) и получим: для продольносдвиговых 
смещений систему обыкновенных дифференци­
альных уравнений 2-го порядка, а для изгибных 
смещений -  обыкновенное дифференциальное 
уравнение 4-го порядка. Общие решения этих 
уравнений имеют вид:

= *

где к

(С , jk 1 sin к , Xj + C2jk , cosk xx }-  

-  C y\lcosk2Xj -  C4 J[isink2 Xj) 9

Vj -  ie >fL}(-C alicosк {Xj + C2yLLsinA:1x / + 

+  C 7)j k 2 s m k 2Xj  -  C 4jk 2c o s k 2X j ) ,

=  e llly( A i j C h k 3X j -  A 2 j s h k 3X j  +

+ A 3 j c o s k 4X j  + A^-sinA:**,-)»

i,2 ""M- ’ ^3,4 = iJ\x'±X3;

(4) .

w
j

1 . 2  “
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'p hoy 
D J

/ро) (1 -  a 
E

Величины X2i X3 соответственно представляют 
собой волновые числа сдвиговых, продольных и 
изгибных колебаний.

Прежде чем перейти к удовлетворению гра­
ничным условиям, отметим, что данная модель 
обладает двумя плоскостями симметрии. Симмет­
ричные и антисимметричные относительно этих 
плоскостей процессы протекают в данной модели 
независимо, что позволяет разбить задачу о про­
извольных колебаниях модели на 4 независимых 
задачи, в которых можно ограничиться рассмот­
рением процессов только в пластинах 1 и 2. Каж­
дой из этих задач соответствует свой тип колеба­
ний балки как целого. Симметричному типу ко­
лебаний будем сопоставлять верхний индекс 
“плюс”, антисимметричному -  “минус”.

Задача 1: колебания балки симметричны отно­
сительно обеих плоскостей симметрии. В этом 
случае изгибные процессы в пластинах отсутству­
ют. Задача соответствует продольным колебани­
ям балки:

и , = (и*, v l ,0 ,0 ) T, и 2 = (и2, v 2, 0, 0)Г.
Задача 2: колебания балки симметричны отно­

сительно горизонтальной плоскости и антисим­
метричны относительно вертикальной. В этом 
случае в горизонтальной пластине отсутствуют 
изгибные смещения, а в вертикальной -  продоль­
ные. Задача соответствует изгибным колебаниям 
балки как целого в горизонтальном направлении:

т
и , = {и\, v b 0, 0) , и 2 = 0, 0, w2,

dw*' г
дх-

Задача 3: колебания балки симметричны отно­
сительно вертикальной плоскости и антисиммет-
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ричны относительно горизонтальной. Это соот­
ветствует изгибу балки как целого в вертикаль­
ном направлении:

и , = О, О, W,,
+ d w W

дх
U2 = (и2, v 2, 0, 0) .

I /
Задача 4: колебания балки антисимметричны 

относительно каждой из плоскостей симметрии. 
Продольносдвиговые процессы в пластинах отсут­
ствуют. Такой тип колебаний возникает в частнос­
ти при кручении балки как целого:

и , = 0,0, vvi,
_ d\v т _ э

Эх
= 0, 0, vv2,

VV'
г

Эх-
Целью данной работы является исследование 

изгибных колебаний балки (задача 2 и 3). По­
скольку обе задачи переходят друг в друга при по­
вороте системы координат, ограничимся рассмо­
трением изгибных колебаний в горизонтальном 
направлении (задача 2). Граничные условия для 
нее имеют вид:

(*) 5,U, = S2U2 -  кинематические и f xX + fz 2  = 0 -  
динамические условия на границе контакта 
пластин.

=fyi = f:2 = М2 = 0 -  условия на свободных 
кромках пластин.

Удовлетворяя граничным условиям, получим 
однородную систему линейных алгебраических 
уравнений. Для существования нетривиальных 
решений такой системы приравняем ее определи­
тель нулю:

D (p  | q0  sinbk4 chbk2 + p 0q { cosM 4sinM 3) x- 

x (k3 q0  + k4 p 0) ((d \ / 0|Г  -  d0 f , к I k2) sin a k , sin a k 2 + 

+ (d0f x\l -  dj 'oktkijcosaktcosaki +

+ Eh
1 - a

+ \i(d 0 d lk l - f 0 f ik2)) +

(d ]f 0 sinaklcosak2 - dQf , sinak^cosak^) x
(5)

x (d„n -  fak2)((k3pi4f0 -  k4p0q,)sinbk4shbk3 +

+ (k3p ,q 0 + k4 p nq t)cosbk4 chbk3  +

+ ( ^ о Я \  + к4 р 0 Р\)) = 0.

где /о -  к] + op.2; /  = 2£,|i; d0 = £2ji(c  т  1); d { = k\ -  

-  |д2; Po = k3{k\ -  \i\ 2  -  a)); pi = k \ -  Ц2а; qQ = к4 (к24  +

+  ц(2 -  a)); q x =  k \ -  \ x 2o .

Уравнение (5) носит название дисперсионного. 
Численные расчеты его корней были проведены 
для некоторых конкретных значений механичес­
ких и геометрических параметров модели. В каче-

Щ м

Р и с . 1. Дисперсионные кривые изгибных колебаний 
балки крестового профиля.

стве материала была взята сталь: р = 7800 кг/м3, 
Е = 2 х 10й Н/м2, a  = 0.3. Дисперсионные кривые 
для некоторых геометрических размеров (а, b -  
= 0.5 м, h = 0.01 м) приведены на рис. 1.

Как известно, в составном волноводе имеет 
место обмен формами колебаний нормальных 
волн [1]. Если для каждого из двух изолированных 
волноводов, объединяемых в составной, постро­
ить свой набор дисперсионных кривых, а потом 
объединить их в общей картине, то дисперсион­
ные кривые могут оказаться пересекающимися. 
Такое пересечение недопустимо в единой состав­
ной системе при учете взаимодействия ее отдель­
ных элементов. Результатом является тот факт, 
что отдельные участки одной и той же дисперси­
онной кривой соответствуют, поочередно, фор­
мам колебаний различных элементов составной 
модели. В рассматриваемом случае имеет место 
взаимодействие изгибных колебаний вертикаль­
ной пластины с продольными колебаниями в го­
ризонтальной. Для выяснения того, какой форме 
колебаний отвечают различные участки диспер­
сионных кривых на рис. 1, на рис. 2 приведены дис­
персионные кривые для отдельных полупластин, 
составляющих балку. В соответствии с граничны­
ми условиями (*) и (**) в вертикальной пластине 
рассмотрены изгибные колебания, причем верх­
няя кромка взята свободной, а на нижней взяты

следующие граничные условия: j z 2  = и, = О.

В горизонтальной пластине рассмотрены, соот­
ветственно, антисимметричные колебания при 
свободной правой кромке, а на левой кромке взя­
ты граничные условия: v, = 0 и f xl = 0.

Представляется также полезным провести 
сравнение колебаний крестовой тонкостенной 
балки с колебаниями тонкого стержня. На рис. 3
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Рис. 2. Дисперсионные кривые изгибных и продоль­
но-сдвиговых psj колебаний тонкой бесконечной по­
лосы шириной 0.5 м.

Рис. 3. /  -  дисперсионные кривые колебаний балки в 
низкочастотном диапазоне, 2 -  дисперсионная кривая 
крестового стержня.

(кривая 1 ) в увеличенном масштабе приведены 
дисперсионные кривые изгибных колебаний тон­
костенной крестовой балки в низкочастотном ди­
апазоне, (параметры прежние).

Из графиков видно, что на достаточно низких 
частотах (до 35 Гц) имеют место две формы ко­
лебаний балки. Одна из них -  стержневая (расчет 
ее по стержневой теории приведен на рис. 3 (кри­
вая 2)), а другая -  порождается изгибными коле­
баниями вертикальной пластины. То обстоятель­
ство, что в рамках стержневого приближения, по­
мимо стержневой формы, у крестовой балки 
присутствуют и нестержневые, связано с тем, что 
при выбранных размерах (а = 0.5 м, h = 0.01 м) ши­
рина пластин весьма велика по сравнению с их 
толщиной. При уменьшении параметра а частота 
возникновения нестержневых форм повышается.

Рассмотрим теперь распространение энергии в 
балке. Среди множества дисперсионных кривых 
на рис. 1 можно выделить две (1 и 2), обладающие 
аномальными участками, на которых тангенс угла 
наклона касательной является отрицательным. 
Эти участки дисперсионных кривых соответству­
ют волнам с противонаправленной фазовой и 
групповой скоростями (так называемым обрат­
ным волнам [5]). Причем, несмотря на то, что об­
ратная и обычная волны соответствуют одной и 
той же дисперсионной кривой, они между собой 
ортогональны, как и все нормальные волны.

Горизонтальная и вертикальная пластины в 
рассматриваемой задаче испытывают различные 
типы колебаний, поэтому представляет интерес 
изучение поведения потоков энергии в каждой из 
пластин, составляющих балку.

Усредненные по времени интегральные пото­
ки энергии имеют следующий вид:

П„ = + o a V
о ду Эх

-ГЭ3-W  -
Уду

W ч Э' W— + (2 -  а ) ------
Эх ЭуЛ

dx + ( 6)
У = >’(,

+ Dcolm w_ d2w
ЭхЭ у

для изгибных колебаний [10], и
со£Уг

х  = ±а-

-
2 (1 -<Г)

х

а
1 -  o fd u  d v \ -  ( Э

' Э ^ г  +
v  ЭгЛ_

+аэ^Л
о

ду

(7)
dx

У = У о
для продольно-сдвиговых [11].

Отметим, что выражение для потока энергии 
изгибных колебаний содержит внеинтегральный 
член, существование которого связано с наличи­
ем уголковых сил при изгибе конечных пластин, 
контур которых содержит угловую точку [10,12].

По причине ограниченности места рассмотрим 
только одну из дисперсионных кривых, обладаю­
щих аномальным участком (кривая на рис. 4а). 
Все результаты, приведенные ниже, будут отве­
чать волнам, которым соответствует эта диспер­
сионная кривая. Необходимо отметить, что в слу­
чае другой аномальной кривой картина поведе­
ния потоков энергии качественно такая же.

Вычислим интегральные потоки энергии по 
каждой из пластин. Соответствующие графики 
изображены на рис. 4. Кривая 2 представляет час­
тотную зависимость потока энергии изгибных ко­
лебаний, распространяющихся по вертикальной 
пластине, кривая /  -  то же применительно к пото-
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ку энергии продольно-сдвиговых колебаний гори­
зонтальной пластины, а кривая 3 -  суммарный по­
ток энергии в волноводе. При этом для нагляднос­
ти использован одинаковый масштаб по частоте с 
графиком соответствующей дисперсионной кри­
вой. Поскольку амплитуда нормальной волны не 
фиксирована, величины потоков энергии указаны 
в некоторых условных относительных единицах.

Для участка дисперсионной кривой, соответст­
вующего обратной волне, имеет место обращение 
интегрального потока энергии по пластине, испы­
тывающей продольносдвиговые колебания. Более 
того, суммарный поток энергии по всему волново­
ду тоже является отрицательным, но в более уз­
ком диапазоне. Интегральный поток энергии по 
пластине, испытывающей изгибные колебания, 
всегда остается положительным.

Таким образом, на некоторых частотах пото­
ки энергии, переносимой нормальной волной по 
различным элементам составного волновода, мо­
гут оказаться противонаправленными.

Рассмотрим теперь плотность потока энергии 
(подынтегральные функции в (6) и (7)) в сечении 
каждого из элементов балки как для обычной, 
так и для обратной волн. На рис. 5 представлены 
графики плотности потока энергии в сечении го­
ризонтальной пластины, испытывающей продоль­
носдвиговые колебания. На рис. 6 -  графики для 
изгибно колеблющейся вертикальной пластины. 
На последнем графике заштрихованным прямо­
угольником изображен внеинтегральный член 
(поток энергии по кромке пластины), который 
присутствует при вычислении потока энергии из- 
гибных колебаний (формула (5)).

На приведенных графиках, прежде всего, от­
метим знакопеременный характер плотности по­
токов энергии в каждом из рассмотренных случа­
ев. Причем независимо от того, какая рассматри­
вается волна, обычная или обратная, плотность 
потока энергии имеет разные направления в за­
висимости от координаты сечения пластины.

Перечислим вкратце основные результаты ра­
боты. При исследовании изгибных колебаний 
балки крестового сечения обнаружены следую­
щие явления:

1. На низких частотах, в традиционных грани­
цах применимости стержневой теории, помимо 
стержневой формы колебаний балки, могут 
иметь место и нестержневые формы колебаний. 
Эти формы колебаний имеют ненулевые часто­
ты зарождения. При увеличении ширины пластин 
частоты зарождения понижаются, а число таких 
форм возрастает. Этот факт должен иметь место 
и для тонкостенных балок с другими сечениями 
при наличии свободных кромок у пластин, со­
ставляющих балку.

2. На отдельных частотах в нормальной волне 
возможно противоположное направление пере­
носа энергии по различным элементам составной

Ц, м"1

Р и с . 4 . а -  дисперсионная кривая, обладающая участ­
ком обратной волны, в увеличенном масштабе; б -  
интегральные потоки энергии: / -  по горизонтальной 
пластине, 2 -  по вертикальной, 3 -  суммарный по всей 
балке.

П„

Р и с . 5. Плотность потока энергии: / для обратной и 2 
для обычной волн в сечении горизонтальной пласти­
ны. (Частота 4070 Гц.)

Р и с . 6. Плотность потока энергии: У для обратной и 2 
для обычной волн в сечении вертикальной пластины. 
(Частота 4070 Гц.)

конструкции. Это явление характерно для обрат­
ной волны, у которой фазовая и групповая скоро­
сти противонаправленны.

3. Плотность потока энергии в различных точ­
ках поперечного сечения упругого волновода мо­
жет иметь противоположные направления. Это 
явление может наблюдаться как для обратных, 
так и для обычных волн.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 45 № 3 1999



336 ВЕШ ЕВ и др.

Последние два явления, по-видимому, могут 
иметь место в составных тонкостенных балках 
различных конфигураций.

Работа поддержана грантом РФФИ № 95-02- 
04346.
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Energy Fluxes and Dispersion of Flexural Norm al Waves
in a Cross-Shaped Beam

V. A. Veshev, D. P. Kouzov, and N. A. Mirolyubova

Propagation of flexural waves in a thin-webbed cross-shaped beam is studied. Vibrations of the beam elements 
are described by the equations of the theory of thin plates. Dispersion curves for the wave numbers of normal 
waves are constructed. Energy llux densities and integral energy fluxes in different beam elements are calcu­
lated. The new phenomenon of the energy transfer in opposite directions by a normal wave is described. Such 
energy transfer is found to occur in both the beam elements (for integral fluxes) and the cross-sections of the 
plates forming the beam (for the energy flux density).
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