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Рассматриваются задачи оптимального синтеза структуры многослойных конструкций, реализую­
щих предельные возможности при воздействии упругих волн. Требуется так подобрать структуру 
многослойной конструкции, а именно: физические свойства материалов слоев, толщины слоев, чис­
ло слоев, а также порядок взаимного расположения слоев с различными физическими свойствами, 
чтобы энергетические характеристики упругой волны были наиболее близки к требуемым зависи­
мостям.
На основе конструктивного анализа необходимых условий оптимальности установлено, что взаи­
мосвязь параметров в структуре оптимальных решений обладает свойством внутреннего порядка, 
внутренней симметрии.
Априорное знание таких качественных закономерностей позволяет существенно уменьшить коли­
чество допустимых вариантов, анализируемых на оптимальность и осуществлять эффективное кон­
струирование композиционных конструкций, реализующих предельные возможности по достиже­
нию заданного комплекса свойств при воздействии упругих волн.

В последние десятилетия принципиальное зна­
чение приобретает проблема создания композици­
онных материалов, конструирования композици­
онных конструкций с наперед заданным комплек­
сом свойств [1-13]. Наиболее распространенный 
тип неоднородных структур -  слоистые среды, 
свойства которых меняются вдоль одной коорди­
наты. При волновом воздействии на неоднород­
ную структуру возникает система отраженных и 
преломленных волн, которые, взаимодействуя с 
падающей волной, образуют сложную интерфе­
ренционную картину, в значительной мере зави­
сящую от структуры неоднородной среды. Меняя 
структуру композиционной среды, можно в ши­
роких пределах управлять энергетическими ха­
рактеристиками волнового процесса.

Исследователя, в первую очередь, интересует, 
каких предельных возможностей по управлению 
энергетикой волновых процессов различной фи­
зической природы (электромагнитных, акустиче­
ских, температурных, упругих) можно достичь на 
основе направленного выбора структуры неодно­
родной среды. От решения этой проблемы зави­
сит не только эффективность функционирования 
различных устройств, связанных с преобразова­
нием волновой энергии, но и расширение воз­
можностей эффективного применения преобра­
зователей волновой энергии в новых областях 
физики и техники.

Создание конструкций с уникальными свойст­
вами необходимо связано с эффективным иссле­

дованием их предельных возможностей. Пре­
дельные возможности соответствуют тому пре­
дельному уровню, которого можно достичь на 
основе направленного управления структурой 
конструкции.

Эффективное решение проблемы исследова­
ния предельных возможностей композиционных 
структур по управлению энергетикой волновых 
процессов различной физической природы пред­
полагает существование возможности эффектив­
ного полного перебора всех допустимых вариан­
тов конструкций, количество которых чрезвычай­
но велико. Однако реализация методов полного 
перебора невозможна даже с применением высо­
кобыстродействующих компьютеров. Известные 
подходы к решению данной проблемы связаны с 
просмотром части множества, несравнимой со 
множеством всех допустимых вариантов и поэто­
му, с одной стороны, не гарантируют нахождение 
варианта, реализующего предельные возможнос­
ти, а с другой стороны, не позволяют оценить, на­
сколько существенно найденный вариант струк­
туры отличается от варианта, реализующего пре­
дельные возможности.

В соответствии с этим в рамках существующих 
подходов:

1) Отсутствует возможность объективно оце­
нить, насколько возможности созданных струк- 
тур, функционирующих в различных областях 
физики и техники, отличаются от предельно до­
стижимых.
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2) Отсутствует возможность эффективного 
конструирования структур, реализующих пре­
дельные возможности.

Общим для существующих подходов является 
то, что они не учитывают качественную структу­
ру исследуемых задач, в частности, качественные 
закономерности взаимосвязи параметров в струк­
турах, реализующих предельные возможности.

В соответствии с этим была поставлена про­
блема создания методов всестороннего исследо­
вания предельных возможностей композицион­
ных конструкций. Была выдвинута гипотеза о 
возможности существования общих закономер­
ностей, которые присущи структурам, реализую­
щим предельные возможности.

В работах [1,2] для случаев наклонного падения 
электромагнитных волн на систему магнитоди­
электрических слоев, а также наклонного падения 
акустических волн на систему слоев, в которых 
сдвиговые волны не распространяются, установле­
ны качественные закономерности структуры оп­
тимального решения. В частности, установлено, 
что взаимосвязь параметров в структурах, реали­
зующих предельные возможности, обладает опре­
деленным внутренним порядком, определенной 
внутренней симметрией, что позволяет эффек­
тивно выделять полную совокупность вариантов, 
реализующих предельные возможности для та­
ких задач. При этом взаимосвязи параметров в 
оптимальных структурах как при воздействии 
электромагнитных, так и акустических волн при­
сущ один и тот же тип симметрии. Знание таких 
качественных закономерностей имеет сущест­
венное как теоретическое, так и практическое 
значение [2,4-9].

Возникает вопрос, сохраняется ли установлен­
ный тип симметрии во взаимосвязи параметров в 
оптимальных структурах и при переходе к волно­
вым задачам синтеза, описываемым более слож­
ными моделями, в частности, когда возможно 
преобразование различных типов волн на грани­
цах раздела.

Пусть между двумя полупространствами рас­
положен набор упругих слоев с различными фи­
зическими свойствами. Существование в упругой 
среде продольных и поперечных волн приводит к 
гораздо более сложной интерференционной кар­
тине. По сравнению с рассмотренными ранее слу­
чаями [1, 2], значительное усложнение явления 
интерференции связано, прежде всего, с возмож­
ностью взаимного преобразования двух типов 
волн на границе раздела.

Пусть требуется сконструировать многослой­
ную структуру, которая реализовывала бы пре­
дельные возможности по гашению упругих волн в 
заданном диапазоне круговых частот [comin, comaJ . 
Полупространства, окаймляющие систему слоев, 
будем считать идеальными жидкостями. Разра­
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ботка эффективных методов исследования пре­
дельных возможностей для таких задач имеет 
важное значение для таких областей, как ультра­
звуковая техника, акустоэлектроника, дефекто­
скопия, сейсмология, виброизоляция и др.

Распространение упругой волны в системе уп­
ругих слоев описывается системой динамических 
уравнений упругости:

+ ( X s +  2[ijgraddiv 

( s =  1,

Здесь u s(х ,  у, z, t) -  вектор смещения частиц в 
s - o й среде, p s -  плотность 5-го слоя; X s, щ -  пара­
метры Дамэ 5-го слоя; N  -  число слоев.

Векторное поле смещений допускает пред­
ставление в виде суперпозиции двух полей [3]:

u s = gradOv + rot Р,.. (2)

Здесь Ф?, P s -  скалярный и векторный потенциа­
лы волнового поля. Плоская волна общего вида 
может быть представлена в виде суперпозиции 
плоских гармонических волн, т.е. может быть 
представлена в виде интеграла Фурье:

ФДд:, у, z, о

+оо

f s ( z ,  Сй)ехр(г'Д0х -  г'со?)̂ со,

+  СО

P s(x ,  у ,  Z, t) = J  g s(z, CO)exp( i A 0x  -  i< a t )d (Q , (3)

Здесь До = &0sini3-0, k 0 =  со/с0 -  волновое число пада­
ющей волны, с 0 -  скорость распространения вол­
ны в первом полупространстве, Ф0 -  угол падения 
упругой волны. Тогда задача о распространении 
упругой волны в системе упругих слоев может 
быть сведена к нахождению решения следующей 
краевой задачи относительно спектральных плот­
ностей скалярного и векторного потенциалов:

9 Ц ц  ю) + ( ^ ( ( 0) -  Д02(со))Л(г, со) = О,
OZ

д  g (Z, СО) + _  д2(ю) ) ^ ( г> Ю) = 0>
OZ

b s _ t < z < b s , ( s = l , . . . , N ) ,

f,S .b s_ „ со) = Ф (/5_ „ со) + /Ф2 - —
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,, \ л -S ,, . l(^s-1» ®)
Эг

(4)
ЭЛ(^_1,со) л ,Э/,_ со) . гл,_ ,ь

— = 0 1------- т :------- + «С гЛ -i ( V  1, со),Эг Эг

Э & № - „ и ) ,  - f g ^  №
Эг Эг

(5 = 2, ..., ЛГ),

Требуется так подобрать физические свойства 
материалов слоев p s( s  = Ь • ЛО, толщины слоев
д* = ь *  -  b * _ { ( s  = 1, /V*), число слоев N*, а
также порядок их взаимного расположения, что­
бы зависимость энергетического коэффициента 
пропускания проектируемой структуры Г(со) была
наиболее близка к требуемой зависимости Т  (со). 
В математической постановке задача заключает­
ся в минимизации критерия качества

Э/о(0, со) 
Эг

= - i  cosi50 *о/о(0, СО) *+ “  5
'̂OpoC'OJ

Э//У+10» СО)
Эг

= i k N + 1 c o s ' d N + l f N + , ( l ,  со).

В этих обозначениях

CJmax
J =  J  т(сй)[Г(со)-Г(со)] Ло (5)

COmm

на решениях системы (4), здесь т(со) (0 < т(со) < 1) 
весовая функция

р5_1У,;_1 + 2Др(ц? -  М-,-1)
2 ’ 

M s

П  СО) =
CpppCOS^+i 

C N +  l P i V +  1 COSTCO
l/*+.a  co)i2.

_  2А0(Ц5 ~ l) 
^2  -  2

M s

Q \ =
P,Y52-2 A 02(p , - p ,_ 1)

M s

Q i  =  ДO'
M s  -  M i Y? - 1 -  2 A p ( ^ -  ц 5 - i )

M-jYj

(* = 2, . . . ,* ) .
Здесь = co/c5 -  волновое число продольной волны 
в s - ом слое, -  скорость распространения про­
дольной волны в 5-ом слое, y s = co/d5 -  волновое
число сдвиговой волны в 5-ом слое, b s( x  = О, N )  -  

координаты границ раздела слоев с различными 
физическими свойствами.

Пусть задан дискретный набор материалов, 
которые могут участвовать в проектировании. 
На дискретном наборе материалов их физичес­
кие свойства не будут являться независимыми, а 
будут связаны между собой некоторыми функци­
ональными зависимостями. Выберем в качестве 
независимого физического свойства плотность 
материала р, тогда скорости распространения 
продольных и поперечных волн в материале бу­
дут связаны с его плотностью некоторыми функ­
циональными зависимостями: с  =  с(р), d  = d ( р), 
позволяющими однозначно восстановить ско­
рость распространения продольных и попереч­
ных волн в материалах допустимого набора по их 
плотностям. Обозначим через Л множество плот­
ностей материалов допустимого набора:

л  = {pmin = p ' < p 2<p3< . . . < p m = pmax}.

Задача (4), (5) относится к числу задач опти­
мального управления составными системами ком­
бинаторного типа, которые изучались в [2]. В [2] 
были сформулированы необходимые условия оп­
тимальности для составных систем с такой струк­
турой.

Для задачи оптимального управления (4), (5) 
могут быть сформулированы необходимые усло­
вия оптимальности, являющиеся обобщением 
принципа максимума JI.C. Понтрягина [10] на за­
дачи оптимального управления составными систе­
мами [2]. При этом аналогом функций Гамильтона 
являются функции R s [2], которые для задачи оп­
тимального управления (4), (5) представимы в виде

(Оmax 8
Л,(; Р)|г = J  со)С?‘(<о; p)<fto,

Wmini = 1 (6)

b s _ , < z < b s , (s = l , . . . , N ).

В этих обозначениях функции a 's (г, со) (/ = 1 ,..., 8) 
выражаются через решение f s(z , со), g s(z , со) ( b s_, < 
< г < b s, s  = 1 , . . АО исходной (4) и решение \|fs(z , со),
р,(г, со) ( b s _ x < z < b s, s  =  1 ,..., N )  сопряженной к (4)

•

систем [2], функции G*s (со; р) являются аналити­
ческими функциями р.

Можно показать, что функции а ' (г, со) удовле­
творяют следующим дифференциальным уравне­
ниям

Э У (г , со) 

Эг3
+  4 k s (СО)Эсс[(г, со) 

Эг
= 0, ( / = 1 , . . . ,  4),
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+ 2«;<Ш) + ЙСО) -  +
oz OZ (7)

Такой конструктивный анализ дает возмож­
ность установить на оптимальном решении спра­
ведливость следующих равенств:

+ (^ 2( o ) - y s2(co))a.Uz,co) = 0 (/ = 5,..., 8),

b s _ } < z < b s9 s  =  1,. . . ,  N .

Пусть N *  -  оптимальное число слоев, р * (s = 
= 1 , N * )  -  оптимальные физические парамет­
ры материалов слоев, b *  ( s  = 1 , N *  -  1) -  опти­
мальные координаты границ раздела слоев. Тог­
да на оптимальном решении выполняется следу­
ющее условие

Я,(*; р,*) = тахД ,(*; р),
2 р е  Л (8)

b ' t x < z < b ? >

(Пропущенные аргументы у функций R s подсчи­
тываются на оптимальном решении.)

Исследуем вопрос о возможности существова­
ния качественных закономерностей структуры 
оптимальных решений в задачах оптимального 
синтеза вида (4), (5). Будем рассматривать наибо­
лее интересный как в теоретическом, так и при­
кладном аспектах случай, когда требуемая зави­
симость Т  (со) такова, что для каждого значения
частоты со е  [сОпцп, со^], значение Т  (со) является 
предельно достижимым значением. То есть требу­
емая зависимость Т  (со) может принимать только 
два значения: либо 0 (должно быть полное отраже­
ние), либо 1 (должно быть полное пропускание).

К рассматриваемому типу относятся следую­
щие классы задач оптимального синтеза, в кото­
рых требуется обеспечить:

-  максимальное гашение упругой волны в за­
данном диапазоне частот [comin, сотах],

-  минимальное отражение упругой волны в за- 
данном диапазоне частот [comin, се»тах],

-  максимальное гашение упругой волны в од­
них участках спектра и минимальное отражение в 
других участках спектра.

Рассмотрим первоначальной случай наклон­
ного падения гармонической упругой волны с ча­
стотой со на систему упругих слоев. Допустимый 
набор будем считать состоящим из двух материа­
лов.

С учетом структуры дифференциальных урав­
нений вида (7) для функций a ' (z, со) ( b s _  { <  z  <  b s> 

s  =  1,.. . ,  N ) ,  входящих в состав функций Д5(; р) (6), 
а также свойств решений исходной системы (4)
можно найти связь между функциями a* (z, со) для
соседних слоев с одинаковыми физическими 
свойствами, то есть для слоев с номерами s  и s  + 2.

л , - 2(*; Р) = *,(*; р ),
(9)

6*_3<z<^*_2, (.s = 4 , N *  - 1 ) .

Поскольку на оптимальном решении функции 
R s для внутренних слоев с одинаковыми физичес­
кими свойствами имеют одинаковую структуру, 
то расстояние между оптимальными координата­
ми границ раздела для рассматриваемых слоев 
также будет одинаковым. Отметим, что опти­
мальные координаты границ раздела слоев явля­
ются особыми точками для функций й5, посколь­
ку в этих точках максимальное значение функций 
R s одновременно достигается на различных эле­
ментах множества Л.

Поэтому из (9) непосредственно получаем:

Af = д *-2> (5  = 4, . . . , N * - 1 ) .  (10)
Таким образом, справедливо следующее ут­

верждение.
Утверждение 1. П у с т ь  п р и  н а к л о н н о м  п а д е ­

н и и  г а р м о н и ч е с к о й  у п р у г о й  в о л н ы  н а  с и с т е м у  у п ­

р у г и х  с л о е в  д о п у с т и м ы й  н а б о р  с о с т о и т  т о л ь к о  

и з  д в у х  м а т е р и а л о в .  Т о г д а  в  о п т и м а л ь н о й  с т р у к ­

т у р е  в н у т р е н н и е  с л о и  с  о д и н а к о в ы м и  ф и з и ч е с к и ­

м и  с в о й с т в а м и  и м е ю т  о д и н а к о в у ю  т о л щ и н у .

Очевидно, что данное утверждение справедли­
во и для случая, когда допустимый набор состоит 
более чем из двух материалов при условии, что в 
оптимальную конструкцию входит не более двух 
материалов допустимого набора.

Следствие. П у с т ь  д о п у с т и м ы й  н а б о р  с о с т о ­

и т  б о л е е  ч е м  и з  д в у х  м а т е р и а л о в .  Е с л и  в  с л у ч а е  

н а к л о н н о г о  п а д е н и я  г а р м о н и ч е с к о й  у п р у г о й  в о л ­

н ы  н а  с и с т е м у  у п р у г и х  с л о е в  о п т и м а л ь н а я  к о н ­

с т р у к ц и я  с о с т о и т  н е  б о л е е  ч е м  и з  д в у х  м а т е р и ­

а л о в  д о п у с т и м о г о  н а б о р а , т о  в н у т р е н н и е  с л о и  с  

о д и н а к о в ы м и  ф и з и ч е с к и м и  с в о й с т в а м и  и м е ю т  

о д и н а к о в у ю  т о л щ и н у .

Таким образом, во взаимосвязи параметров в 
оптимальной упругой системе существует внут­
ренний порядок или внутренняя симметрия. Уста­
новленное свойство внутренней симметрии опи­
сывает закономерности внутренней взаимосвязи 
разнотипных групп параметров в оптимальной 
структуре: если физические свойства внутренних 
слоев оптимальной структуры одинаковы,

Р? = р,*2 (5  = 4, N *  -  1),
то одинаковы и их толщины:

Л? = Л?-2 (5  = 4, N *  -  1).
Установленное свойство внутренней симмет­

рии в оптимальных структурах позволяет сущест­
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венно уменьшить размерность исходной задачи 
синтеза и свести многопараметрическую задачу 
синтеза, размерность которой определяется об­
щим числом слоев оптимальной структуры, к 
трехпараметрической. Независимыми тремя ва­
рьируемыми параметрами являются толщины 
внутренних слоев с различными физическими 
свойствами и толщина одного из граничных сло­
ев. Следовательно, для рассматриваемого случая 
может быть эффективно выделена полная сово­
купность параметров, реализующих предельные 
возможности.

Вернемся к рассмотрению общего случая на­
клонного падения немонохроматической упругой 
волны на систему упругих слоев. Задачу опти­
мального синтеза (4), (5) будем рассматривать при 
дополнительном предположении, что при некото­
рой частоте со = со* е  [comin, comax] значение энерге­
тического коэффициента пропускания проектиру­
емой структуры Г(со) должно быть предельно до­
стижимым, т.е.

Г(со*) = Г**(со*), (11)

где Т ** (со*) -  предельно достижимое значение
энергетического коэффициента пропускания при 
частоте со = со*.

Очевидно, что наиболее близким к требуемо­
му при частоте со = со* значение коэффициента 
пропускания будет для случая гармонического 
воздействия с этой частотой. Поэтому множество 
глобально-оптимальных решений в задаче опти­
мального синтеза (4), (5) при дополнительном ус­
ловии вида (11) будет являться подмножеством 
глобально-оптимальных решений для случая гар­
монического воздействия с частотой со = со*.

Поэтому для рассматриваемого случая струк­
тура оптимальных решений обладает теми же 
свойствами, что и для случая гармонических воз­
действий.

Таким образом, и для более общего случая на­
клонного падения упругих волн на систему упру­
гих слоев взаимосвязь параметров в структурах, 
реализующих предельные возможности, облада­
ет теми же качественными закономерностями, в 
частности, тем же типом внутренней симметрии, 
что и для рассмотренных ранее случаев электро­
магнитных и акустических волн [2].

Таким образом, для рассмотренных выше слу­
чаев поставленная задача оптимального синтеза 
может быть полностью решена, то есть эффек­
тивно может быть выделена полная совокуп­
ность вариантов слоистых структур, реализую­
щих предельные возможности.

Проведенный анализ позволяет заключить, 
что необходимые условия оптимальности (8) не­
сут в себе существенную информацию о структу­
ре оптимальной конструкции. При этом, несмотря

на значительную сложность структуры функций 
Гамильтона для исследуемой задачи оптимального 
синтеза (4)-(5), на основе ее конструктивного ана­
лиза удается выявить качественную структуру оп­
тимального решения.

ВЫВОДЫ
1. Если допустимый набор состоит из двух ма­

териалов, то в случае наклонного падения гармо­
нической упругой волны на систему упругих сло­
ев в оптимальной структуре проявляется свойст­
во внутреннего порядка, внутренней симметрии. 
Данное свойство справедливо и для случая на­
клонного падения немонохроматической упругой 
волны на систему упругих слоев при дополни­
тельном предположении вида (11).

Знание данного свойства позволяет для рас­
смотренных выше случаев полностью решить 
проблему оптимального синтеза, то есть эффек­
тивно выделить всю совокупность вариантов, ре­
ализующих предельные возможности.

2. Таким образом, свойство внутреннего поряд­
ка, внутренней симметрии, установленное ранее 
для случая электромагнитных и акустических 
волн [2, 4], оказывается, имеет достаточно общий 
характер и справедливо для волновых процессов, 
взаимодействие которых с неоднородными струк­
турами описывается более сложными моделями, 
чем рассмотренные ранее в [2,4]. В частности, оно 
справедливо и для случая наклонного падения уп­
ругих волн на систему упругих слоев, в которых 
могут возникать сдвиговые волны.

3. Установленные закономерности могут быть 
использованы и для исследования общего случая 
наклонного падения немонохроматических упру­
гих волн на систему упругих слоев без введения 
каких-либо предположений вида (И). В этом слу­
чае предварительный поиск на подмножестве ва­
риантов, выделенном установленными закономер­
ностями, может позволить находить эффективные 
решения, которые могут служить достаточно хо­
рошими начальными приближениями к оптималь­
ному решению исходной задачи синтеза (4), (5).
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Internal Structural Symmetry of Optimal Layered Structures
E. L. Gusev

Problems of the optimal synthesis of multilayer structures implementing the ultimate performance under the 
action of elastic waves are considered. It is required to design a multilayered structure by choosing the physical 
properties of materials, the thickness of the layers, their number, and the mutual arrangement of layers with 
different physical properties in such a way that the energy characteristics of an elastic wave be as close as pos­
sible to the desired characteristics. From an analysis of the necessary optimum conditions, it is inferred that the 
optimal solutions are characterized by a certain internal order in the structure parameters, i.e., by an internal 
symmetry. When known a  p r io r i , these qualitative relations considerably reduce the number of variants tested 
for the optimum and make it possible to efficiently design composite structures implementing the ultimate per­
formance in terms of exhibiting the desired properties under the action of elastic waves.
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