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В общем виде доказана теорема о представлении вибрационного поля в упругой системе, которая 
является соединением двух подсистем. Предполагается, что система линейна и что подсистемы же­
стко соединены и взаимодействуют по непрерывной поверхности S. Согласно теореме, вынужден­
ные колебания системы могут быть представлены в виде суммы двух слагаемых, которые являются 
решениями двух более простых вспомогательных краевых задач. Первое слагаемое есть поле коле­
баний изолированных (разъединенных или заторможенных по S) подсистем под действием задан­
ных внешних сил. Второе слагаемое представляет собой вынужденные колебания соединения под­
систем, в которых внешние силы положены равными нулю, а на поверхности S действуют силы ре­
акции, полученные при решении первой вспомогательной задачи. Теорема применена к задаче об 
отражении и прохождении упругих волн через соединение двух сред. Показано, что использование 
теоремы сокращает вычисления. Обсуждаются другие применения.

Для анализа вынужденных колебаний состав­
ных упругих систем обычно применяется деком­
позиционный подход: система разбивается на ряд 
более простых подсистем, анализируется каждая 
из них в отдельности, а затем парциальные реше­
ния объединяются в общем решении для всей си­
стемы. На этом подходе основаны энергетичес­
кий метод SEA [1], методы решения акусто-упру- 
гих задач [2, 3], метод передаточных функций [4] 
и многие другие. Модификацией подхода являет­
ся и замена сложной краевой задачи на конечную 
последовательность более простых задач. Клас­
сическим примером является представление поля 
суммой падающего и рассеянного полей в теории 
дифракции волн [5]: падающее поле есть реше­
ние задачи о вынужденных колебаниях среды с 
заданными источниками, но без рассеивателя, а 
рассеянное поле -  это решение задачи об излуче­
нии рассеивателя в среду без источников. Несо­
мненно, что каждая из этих двух вспомогатель­
ных задач проще, чем первоначальная задача о 
вынужденных колебаниях среды с рассеивате­
лем. В работе [6] было приведено без доказатель­
ства одно из обобщений этого результата теории 
дифракции на произвольные линейные колеба­
тельные системы. В данном сообщении это обоб­
щение расширено и строго доказано в виде теоре­
мы о представлении поля вынужденных колеба­
ний линейной системы, состоящей из двух 
подсистем, соединенных по поверхности S. Теоре­
ма утверждает, что решение задачи о вынужден­
ных колебаниях системы под действием внешних 
сил можно представить в виде суммы двух слагае­

мых: первое слагаемое является решением задачи 
о вынужденных колебаниях изолированных под­
систем (разъединенных или с заторможенной 
контактной поверхностью S), а второе слагаемое 
представляет собой вынужденные колебания 
всей системы под действием более простых внеш­
них усилий (точнее, сил реакции на 5, найденных 
в первой задаче). Теорема проиллюстрирована на 
задаче об отражении и прохождении упругих 
волн через соединение двух сред. Показано, что 
применение теоремы сокращает вычисления. Об­
суждаются приложения к другим задачам.

Рассмотрим произвольную линейную колеба­
тельную систему, которую можно представить 
как соединение по непрерывной поверхности S 
двух подсистем а и Ь (см. рис. 1). Запишем уравне­
ния колебаний и граничные условия системы в 
следующем виде:

Lcu = (рд в области VQ9
Маи = Va на части поверхности SQ,

Lbv=  <рь в области Vb9 (1)
Mbv=\\rb на части поверхности Sb,

и - v, / +  g = 0 на контактной поверхности S.
Здесь и и v -  это векторы смещений подсистем а и Ъ\ 
/ =  lau n g  = lbv -  плотности внутренних сил (напря­
жений), действующих на подсистемы на поверх­
ности 5; La hf MGy h, la b -  дифференциальные опе­
раторы; фа ь и ь ~~это плотности внешних объ­
емных и поверхностных сил. Уравнениями (1) 
записана неоднородная краевая задача математи­
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ческой физики, которая описывает вынужденные 
колебания всех (известных автору) линейных 
сред и конструкций.

Решение задачи (1) будем искать в виде сум­
мы решений двух более простых вспомогатель­
ных задач

U = Ио + Иц v  = v 0+ v j . (2)

Пусть первая вспомогательная задача описывает 
вынужденные колебания и0 и v0 изолированных 
подсистем. Два приводимых ниже представления 
поля отличаются граничными условиями на кон­
тактной поверхности S  первой вспомогательной 
задачи: представление 1 соответствует затормо­
женной поверхности 5, а представление 2 -  сво­
бодной от внешних усилий. Вторая вспомогатель­
ная задача для определения слагаемых м, и v, 
формулируется после подстановки решения (2) в 
уравнения (1). Как будет показано ниже, вторые 
вспомогательные задачи этих двух представлений 
также отличаются только граничными условия­
ми на S. Рассмотрим каждое представление в от­
дельности.

Представление 1. Положим, что в первой вспо­
могательной задаче смещения обеих подсистем 
на контактной поверхности равны нулю. Это оз­
начает, что функции и0 и Vq являются решениями 
следующих двух несвязанных краевых задач для 
подсистем а и  Ь:

Lau0 = ф„ в Va, Mau0 = \|ia на Sa, u0 = 0 на S;
(3)

Lbv о = (pfc в Vb, Mbv 0 = \\ib на Sb, v 0 = 0 на S.

При этом силы реакции, которые действуют на 
подсистемы со стороны неподвижной границы 5, 
равны

/о  = /ви0. go = IbV о- (4)
Подставив решение (2) в уравнения (1), учитывая 
равенства (3), получим следующие уравнения для 
определения слагаемых их и v x

Lau] = 0 в Уа, MQu x = 0 на Sa,

Lbv x = 0 в Vh, Mbv x = 0 на Sb, (5)

u \ = V,, lau x + lbv x = - ( /o  + So) Ha s -
Как видно из этих уравнений, вторая вспомога­
тельная задача представляет собой колебания 
всей системы с выключенными источниками 
(фд, ь = V*. ь = 0) П°Д действием сил реакции (4), при­
ложенных к контактной поверхности 5. Схемати­
чески представление 1 изображено на рис. 1а.

Представление 2. Пусть первые слагаемые в 
решении (2) являются полями в разъединенных 
по S подсистемах. Тогда первая вспомогательная 
задача имеет вид

Рис. 1. Поле вынужденных колебаний составной сис­
темы представляется суммой двух полей: а -  поля вы­
нужденных колебаний подсистем с неподвижной кон­
тактной поверхностью S  и поля колебаний системы 
под действием силового возбуждения на 5; б  -  поля 
вынужденных колебаний разъединенных подсистем 
и поля колебаний системы с кинематическим возбуж­
дением.

Lau0 = (р„ в Va, Mau0 = y a на Sa, lau0 = 0 на S;
(6)

Lhv 0 = <p„ в Vb, Mhv о = \|f„ на Sb, lbv 0 = 0 на 5.

Подставляя решение (2) в первоначальные урав­
нения (1) и учитывая уравнения (6), получим сле­
дующие уравнения и граничные условия для вто­
рой вспомогательной задачи

Lau x = 0 в Va, Mau x = 0 на Sa,

Lbv x = 0 в Vb% Mhv x = 0 на Sb> (7) 

U \ - V \  = v Q-  м0, laux + lbv x = о на S.

Физический смысл уравнений (7) таков. Они опи­
сывают колебания всей системы без источников 
(фа b = Va.b = 0) П°Д действием специфического 
воздействия на контактной поверхности 5. Воздей­
ствие состоит из двух одинаковых противонаправ­
ленных сил laux и lbv x> приложенных к разъединен­
ным подсистемам и имеющих такую величину, что 
относительное колебательное смещение между 
подсистемами ux -  v, равняется фиксированной 
величине v0 -  м0, заданной решением первой вспо­
могательной задачи (6). Практически такое воз­
действие можно реализовать, например, с помо­
щью пьезокерамических пластинок, вставленных 
между подсистемами. Таким образом, вторая 
вспомогательная задача в представлении 2 опи-
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Рис. 2. Задача об отражении и прохождении продоль­
ных и изгибных волн в угловом соединении стержней 
эквивалентна двум вспомогательным задачам: отра­
жению от неподвижного угла и вынужденным коле­
баниям под действием сосредоточенной в угле силы.

сывает вынужденные колебания системы без пер­
воначальных источников, но с кинематическим 
возбуждением на контактной поверхности S -  см. 
схематическое изображение на рис. 16.

В качестве иллюстрации покажем, к чему при­
водит применение теоремы к некоторым извест­
ным задачам отражения волн. В простейшем слу­
чае отражения плоских волн от плоской границы 
двух полубесконечных однородных жидких сред с 
импедансами Z, и Z2 решение задачи дается фор­
мулами Френеля для коэффициента отражения R 
и коэффициента прохождения Т  из первой среды 
во вторую:

R = (Z2- Z 1)/(Z2 + Z I), Т  = 2Z2/(Z2 + Z j). (8)

Согласно приведенной выше теореме, эти коэф­
фициенты могут быть представлены в виде сум­
мы двух слагаемых. Представление 1 (см. (2)-(5)) 
здесь имеет вид

R = 1 -2 Z ,/(Z 2 + Z ,), Т  = 0 + 2Z2/(Z2 + Z ,),(9)

в котором первые слагаемые (1 и 0) соответствуют 
падению плоской волны давления амплитуды /?, на 
неподвижную границу, а вторые слагаемые -  это 
колебания двух сред (без падающей волны) под 
действием распределенной на границе внешней 
силы амплитуды - 2рг

Представление 2 (см. (2), (6), (7)) записывается 
в виде

R = -  1 + 2 Z2/(Z2 + Z ,), Т  = 0 + 2 Z2/(Z2 + Z ,),
(Ю)

где первые слагаемые (-1 и 0) соответствуют паде­
нию плоской волны на абсолютно мягкую границу 
(среды разъединены), а вторые слагаемые пред­
ставляют собой движение сред (без падающей вол­
ны) под действием расположенного между среда­
ми распределенного источника, обеспечивающего 
на границах обеих сред равные давления и под­
держивающего между ними фиксированную от­
носительную скорость амплитуды 2pJZ^

В этом примере в силу его простоты представ­
ления (9) и (10) не имеют преимуществ перед фор­
мулами Френеля (8) ни с точки зрения их структу­
ры, ни с точки зрения количества вычислений. 
Иначе обстоит дело с более сложными задачами

отражения. Пусть, например, рассматривается 
отражение и прохождение волн в соединении двух 
сред или волноводов, в которых могут существо­
вать Анормальных волн. Задача состоит в нахож­
дении двух А х A-матриц коэффициентов отраже­
ния и прохождения. Прямое решение этой задачи 
приводит к системе 2А линейных алгебраических 
уравнений. В то же время применение доказанной 
выше теоремы сводит ее к двум системам А-го по­
рядка. Так как количество вычислений, необхо­
димое для решения системы, пропорционально 
кубу ее порядка [7), то использование представ­
лений (2) может дать 4-кратную экономию в вы­
числениях. Автор проверил это на задаче об от­
ражении волн в угловом соединении двух тонких 
полубесконечных однородных прямых стержней 
(рис. 2). Для колебаний стержней в плоскости уг­
ла число нормальных волн равно А = 3 (одна про­
дольная волна и две изгибные волны -  распрост­
раняющаяся и неоднородная). Прямое решение 
путем сшивания полей в угле приводит к системе 
шести алгебраических уравнений [8, 9], а исполь­
зование представления 1 настоящей работы (см. 
рис. 2) привело даже более чем к четырехкратно­
му сокращению вычислений, так как продольные 
и изгибные волны в отдельных стержнях незави­
симы, и аналитическое решение вспомогатель­
ных задач здесь элементарно.

В заключение отметим, что наиболее важные 
приложения теоремы, сформулированной в этой 
работе, следует ожидать при решении задач о вы­
нужденных колебаниях составных упругих сис­
тем со сложными или неизвестными источника­
ми. Примером может служить работающая ма­
шина: так как описать источники вибраций 
внутри машины пока не представляется возмож­
ным, теорема (представление 2) позволяет, оста­
ваясь в рамках строгого рассмотрения, “снести” 
источники на опоры машины -  см. также [10]. 
Другой пример задачи этого типа -  прохождение 
звука в упругую оболочку от работающего винта 
в потоке [2, 3]. Применение представления 1 поз­
воляет разделить расчет внешнего акустического 
поля винта и расчет колебаний оболочки совме­
стно с полем внутреннего акустического объема 
и таким образом существенно упростить решение 
задачи в целом.

Работа выполнена при поддержке Российского 
фонда фундаментальных исследований (проект 
№ 00-01-00577а).
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A Theorem on Representation of the Field of Forced Vibrations
of a Composite Elastic System

Yu. I. Bobrovnitskii

A theorem on representation of a vibration field of an elastic system comprising two subsystems is proved in a 
general form. It is assumed that the system is linear and the subsystems are rigidly connected and interact along 
a continuous surface S. According to the theorem, forced vibrations of the system can be represented in the form 
of the sum of two components, which are the solutions of two simpler auxiliary boundary-value problems. The 
first component is the field of vibrations of the isolated (separated or blocked along S) subsystems under the 
effect of preset external forces. The second component represents the forced vibrations of the junction of the 
subsystems, where the external forces are taken equal to zero and only the reaction forces obtained in solving 
the first auxiliary problem act at the surface S. The theorem is applied to the problem on the reflection and trans­
mission of elastic waves through a junction of two media. It is demonstrated that the theorem utilization reduces 
the amount of calculation. Other applications are discussed.
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